Correction exercice 8 fiche 3 :

Lors d’un traitement, on dispose chaque jour de trois thérapies différentes notées A, B et C.

Une étude statistique sur les pratiques médicales conduit aux résultats suivants : Le premier jour est utilisée la
thérapie A.

Si un jour donné une thérapie est utilisée, on poursuit avec la méme le lendemain avec une probabilité p, et on

bascule sur I'une ou 'autre des thérapies avec la méme probabilité

Notations : Vn € N*, on note A,, 'événement : "on utilise la thérapie A le jour n", et a,, =P(A4,,).
an
De méme on définit B, Cy, , b, =P(B,), et ¢, =P(C}). On note X,, = | b,
Cn
1. Soit n € N*| alors les événements (A,,, By, Cy) forment un systéme complet d’événements de §2,
donc An+1 = (An N An+1) U (An+1 N Bn) U (An+1 N Cn)
et d’aprés la fromule des probabilités totales, P(Ap+1) = P(An N Apt1) + P(Ant1 N By) + P(Ap+1 N C),
donc P(Any1) = P(An)Pa, (Ant1) + P(Bn) P, (An+t1) + P(Cn) Pe, (Ant1).
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Or d’apreés I'énoncé, Py, (Ant+1) = p, P, (Ant1) = Tp’ P, (Apt1) = Tp’
1-— 1-—
doncFKAW+Q::pF%An)+——§£F%Bn)+——gngCh)
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p 5 3
On procede de la méme fagon pour By 1 et Cpy1. On obtient X, 11 = M X, avec M = 1%1” P 1%7’
1Zp  1-
= 2P
1
2. P(Al) :1,P(Bl) :P(Cl) = 0 donc X1 =10
0
De plus, on montre par récurrence sur n > 1 que X,, = M" 1 X7. (a faire)
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3. On suppose désormais que p = = :OnnoteJ =11 1 1
1 1 1
1— 1— 1-— 3p—1
(a) On remarque que J2 = 3.J. De plus M = ?pJ—i- (p— 5 p)I3 = Pr+ p2 Is.
2 3 1
Avec p = R Ml—OJ + 1—013. Or JIs = I3J, donc d’aprés la formule du binéme de Newton pour deux
n 3 k N 1 n—k
tri i tent : P >1: M" = =) J° = Is.
matrices qui commuten our n > kz::O(k) <10> <10> 3

On montre par récurrence sur k, que : JO = I3 et pour k > 1 J* = 3k-1J.

1 n n k 1 n—Fk
Dans la somme on traite k =0 & part, donc M" = | — | I3+ > (}) 3 — R
10 2w 10) \10

On utilise la relation 31 = §3k, et dans la somme on ajoute le terme qui correspond a kK = 0 et on

1\", 1 1\" = 9\ 1\ "
I'enléve : M=—=]| L+z|—-|—= I = —
enléve : donc <10> 3+ 3 < <10) +k2::0(k) <10> <10> ) J

k n—k n
n 1 1
On reconnait la formule du binéme de Newton entre réels : (Z) ( ) > < > = < ) > =1
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D MP=—) L+=-—-|— 1)J.
onc <10> 3+3< <10> + )J
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(b) Ainsi X,, = M" ' X avec X; = , donc X,,= la premiére colonne de M™.
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—1< — < 1donc lim <10> =0.| Donc lim a, = lim b,= lim ¢, = 3
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