Correction exercice 9 fiche 3 :

L’expérience aléatoire est : " Deux personnes A et B lancent chacune a son tour deux dés. A gagne s’il obtient un total
égal & 6, et B ¢’il obtient un total égal & 7. A commence, le jeu s’arréte dés que I'un des joueurs gagne. Et on observe la
succession des résultats obtenus'.

L’univers associé est un ensemble de k-uplet, avec k le nombre de tours, et chaque composante étant la valeur obtenue par
le joueur.

On remarque que le joueur A joue aux tours impairs et le joueur B aux tours pairs.

Définissons des événements, pour k entier, > 1 :

Pour k impair : Ay="Le tour k a lieu et le joueur A gagne a ce tour" et A}, ="Le tour k a lieu et le joueur A ne gagne pas
a ce tour".

De méme pour k pair : By="Le tour k a lieu et le joueur B gagne & ce tour" et B;="Le tour k a lieu et le joueur B ne
gagne pas a ce tour".

1. On cherche & calculer P(A;). Le joueur A commence, donc 'expérience consiste au lancer de deux dés, que 1'on peut
distinguer (dé 1 et dé 2), et on observe les couples de valeurs obtenues L’univers associé est ’ensemble des couples
(,7) avec i et j appartenant a {1,2,3,4,5,6}. Il y a équiprobabilité sur cet univers et card 2=36.
L’événement " A obtient un total de 6" est égal a {(1,5), (2,4), (3,3), (4,2),(5,1)}, donc p = P(A;) =P("On obtient
un total de 6") =2

2. On cherche a calculer Py, (B2). Sachant que A n’a pas gagné au tour 1, B joue et 'expérience consiste au lancer de deux
dés. De la méme fagon que précédemment, L’événement " B obtient un total de 7" est égal a {(1, 6), (2, 5), (3,4), (4,3), (5,2), (6
donc p’ = Py (B;)=P("On obtient un total de 7") —-.

3. On cherche a calculer la probabilité que le joueur A gagne.
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e Notons A="Le joueur A gagne". Alors A= A; UA3U...U A1 U...= | Aony1.
n=0
C’est une union infinie d’événements incompatibles 2 & 2, donc d’aprés la propriété de o-additivité, la série > P(Agpi1)

+o00
converge, et P(A) = > P(Aapy1).
=0

e
Or Ay = A NBLN AL N ...N B, N Agypq, done d’aprés la formule des probabilités composées :

P(Azn 1) = P(A]) X Pa;(B3) X ... X Payn. By (A2n+41).

Chacune des probabilités conditionnelles d’un événement lié¢ au jeu perdant de A vaut 1 — p et celles liées au jeu
perdant de B vaut 1 —p/.

Il y a 2n+1 tours dont n perdants pour A, n perdants pour B et 1 gagnant pour A, d’ott P(Asp4+1) = (1—p)"(1—p')"p,

“+o0

Donc P(A) =p > [(1 —p)(1 —p')]™, on reconnait une série géométrique de raison [(1 — p)(1 —p’)] €] — 1, 1], donc la
n=0

série converge, et

P(A) = pm. Application numérique : P(A4) =

30
61"

4. On cherche a calculer la probabilité que le jeu s’arréte. Voici deux méthodes.
De la méme fagon, on peut noter B I'événement "Le joueur B gagne". Puis notons C'="La partie s’arréte".
e Méthode 1 : On utilise le fait que (A4, B, C') forme un systéme complet d’événements de €2, donc P(C) = P(A)+P(B).
+oo
Or B=ByUB4U..UBy,U...= Bs,,, c’est une union infinie d’événements incompatibles 2 & 2, donc d’apreés la
=1

B +o00
propriété de o-additivité, la série ) P(Ba,) converge, et P(B) = Y P(Ba,).
=1

Or By, = A} N ByN AL, N...N By, donc d’aprés la formule des proI)abilités composeées :
P(Bgn) :P(All) X PA’l(Bé) X ... X PA/ln"'A/ (Bgn),

2n—1

Il y a 2n tours dont n perdants pour A, n—1 perdants pour B et 1 gagnant pour B, d’ou P(Bs,) = (1—p)"(1-p" )"~ 1p'.
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Donc P(B) =p'(1—-p) > [(1 —p)(1 —p')]* 1, on reconnait une série géométrique de raison [(1 —p)(1 —p')] €] —1,1],
n=1

donc la série converge, et P(B) = p(1 — p)m. Application numeérique : P(B) = g—}

Dou P(C)=1— P(A) — P(B) =1 et "la partie s’arréte " est un événement quasi-certain.

e Méthode 2 : On décompose le complémentaire de C' comme une intersection infinie.

C=ANBsNAyN .0 By, N Aspis...

donc pour tout n >0, C C A\ NB,N AN ...N B, NAg,g Dot 0 < P(C) < P(A\NByN AN .0 Bhy, N Aapia),
donc d’aprés la formule des probabilités composées (RAPPEL : qui ne s’applique que sur une intersection FINIE),
0< P(C) < (1—p)™i(1—q)",

or [(1 —p)(1—gq)] €] —1,1], donc lim (1 —p)"T1(1 — ¢)™ = 0, et ainsi par théoréme d’existence de limite par

i
n——+oo

encadrement, P(C') =0 et P(C) = 1.



