Correction exercice 3 fiche 4 : On effectue des lancers successifs d’une piéce dont la probabilité d’obtenir
pile est p = 2/3. On effectue des lancers indéfiniment. On note X la nombre de lancers nécessaires pour obtenir,
pour la premiére fois, deux piles consécutifs. Pour n € N;n > 1, on note a, = P(X = n). (Exemple : si PPF,
alors X=2, si PFFPP, alors X=5).

On note pour tout ¢ > 1, F;="on obtient face au lancer i", et P,="on obtient pile au lancer 7".

1.

Calculer a1, a2, a3, ay4 :

(X =1) =0, donc a; = 0.

(X =2) = P, N Py, et comme les lancers sont infinie, P; et P» sont deux événements indépendants, donc
ag = P(Pl)P(PQ) ==

(X =3) = (F1 N PyN P3), les 3 événements sont mutuellement indépendants, donc az = (1 — p)p?.
(X:4) = (P1ﬂFQﬂPgﬂP4)U(F1ﬂF2ﬂP3ﬂP4) = NP3N Py, done ag = (1—p)p2.

. Soit n > 3.

(a) Exprimer Pg, (X =n), Ppnr,(X =n) en fonction de a,—1 et ap—2 :
e Pp (X = n) : c’est comme si on commengait I'expérience au 2iéme lancer, et on obtenait le ler
doublé de pile, au lancer n — 1. Donc Pr, (X =n)=P(X =n—1) = ap_1
e Pp (X =n): cest comme si on commengait I’expérience au 3iéme lancer, et on obtenait le ler
doublé de pile, au lancer n — 2. Donc Pp,np, (X =n) = ap_2.
Remarque : pour n = 3, on trouve que Pp,np, (X =3) =0 = a;.

(b) Justifier que a,, = %an,l + gan,g :
Décomposons 'événement (X = n) sur le systéme complet (Pp, F1) :
ainsi, (X =n)=(F1N(X=n))U(PiN(X =n))orn>3,donc PAN(X =n)=P NENX =n).
Donc c’est une union de 2 événements incompatibles, donc par additivité :
P(X =n)=P(F, ﬂ2(X =n))+P(PiNFN(X =n))=P(F)Ppr (X =n)+ P(P1)Pp,nr,(X =n)

Dot a, = —ap-1 + =ap—2
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. On reconnait une suite vérifiant une relation linéaire de récurrence d’ordre 2, dont 1’équation caractéristique

associée est : 2 — %r — % c-a-d 9r? — 3r —2 = 0.
Remarque : les termes de la suite (ay,), concernés par la relation de récurrence Sont les termes pour n > 1.
A =94 72 = 81, les solutions de ’équation caractéristique sont rq = 31;89 = 3 et ro 31‘29 = 3.
Donc il existe A et B réels tels que pour tout n > 1, u, = A(—3)" + B(3)" .
On détermine A et B a l’aide des conditions initiales, ici a1 = 0 et ag = % on résout :

1 2
{2 = adsh {0 = AN N taB=2B=2eaA=t

Ainsi pour tout n > 1, P(X =n) = a, = 5(—3)" + (3)"*L.

. Les deux séries géométriques ;1(—%)" et ;1(%)” ont respectivement comme raison —% et %, qui appar-
n> n>
tiennent chacune a | — 1, 1[, donc ces deux séries sont convergentes.
La série ) a, est la combinaison linéaire de ces deux séries, donc par propriété de linéarité des séries
n>1
+oo +oo +00
convergentes, elle converge, et > a, =3 > (—5)" + 2 Z (3)m.
n=1 n=1
o0 +oo 1 P L—1/3 5 2/3
Or pour ¢ €]0, 1], " =-14+ > ¢"=—-14+ — = —— Donc ap = 2 =1.
]’[nz—:l z—:0 l—q¢ 1-q En 31“‘% 1-3

Qu’en conclure ? La loi de probabilité trouvée pour la variable aleat01re X est cohérente!

. Rappel : E(X) existe si et seulement si la série Y nP(X = n) converge absolument,

n>1
+oo
et dans ce cas, E(X) = Y nP(X =n).
1

n=
e Existence : pour tout n > 1, nP(X = n) > 0, donc la convergence absolue est la méme chose que la

convergence. De plus, de nP(X =n) =na, =n (%(—%)” + (%)”‘H) = %%1 (n(—%)”_l) + (%)2 (n(%)"‘l),

c’est une combinaison linéaire des termes généraux de deux séries géométriques dérivées de raisons res-

pectives appartenant a | — 1, 1[, donc convergentes. Donc la série Y, nP(X = n) converge, et converge
n>1
absolument, donc E(X) existe.

e Valeur de E(X) : E(X) =33 ;oo (n(—3)"") + (%)27;1 (n(3)"!), donc E(X) = ... = T



