Fiche d’exercices n°7 : Applications linéaires - Matrices 21 novembre 2024

R3 — R3
Exercice 1 : Soit I'application f : (2,9,2) = (2 —2y+22 — 20 —2y+2)

Justifier que f est un endomorphisme de R3.

Déterminer une base de Kerf. f est-elle injective ? surjective ? bijective ?

Donner la matrice M de f dans la base canonique B, de R3.

En notant B, = (ey, e2, e3). Donner la matrice M’ de f dans la base B’ = (e2, €3, €1).
Déterminer une base de Ker f2, déterminer Ker f3.

Exercice 2 : Soit ¢ une application définie par : Pour tout M de My(R), (M) = M+ M7T.

1. Montrer que ¢ est un endomorphisme de My (R). Déterminer la dimension de kerep.

2. Déterminer la matrice de ¢ dans la base canonique de M3(RR). Déterminer des propriétés sur kery
et Imyp en travaillant sur cette matrice.

Exercice 3 : soit £ = R3[X]. Soit f telle que : VP € E, f(P) = X?P"(X+1)— XP'(X+1)+ P(X +1)
1) Justifier que f est un endomorphisme de E.

2) Montrer que la famille de vecteurs B = (1, X — 1, (X — 1)?, (X — 1)3) est une base de F.

3) Déterminer la matrice M de f dans les bases B. f est-elle bijective ?

4) Déterminer une base de kerf et de Imf.

5) Déterminer la matrice de f dans les bases B, base canonique de F.

Exercice 4 : soient f, g, h les endomorphismes de R? canoniquement associés aux matrices respectives :

1 01 4 1 -1 2 3 -4
A=|0 0 0], B=|{-5 -1 2], c={0 0 0
010 2 1 1 1 3/2 =2

1. Déterminer, pour chaque endomorphisme, noyau et image. En donner une base, le cas échéant.
2. Soient u; = (2,0,1), us = (1,2,0) et ug = (1,0,0). Montrer que la famille B = (uy, ug, u3) est une
base de R?, et déterminer la matrice de h dans la base B.

3. Trouver une base C de R3, telle que Mat(h,C) =

o O O

0 1
0 0
0 0

Exercice 5 : soit E un K-espace vectoriel. Soient f et g deux endomorphismes de E.
1. Montrer que Kerf C Ker(go f).
2. Montrer : Ker(go f) C Kerf < Imf N kerg={0g}.
3. Supposons que f # Oz gy et go f = 0zg). Justifier que dim Kerg < 1.

Exercice 6 : Voici des matrices d’endomorphismes d’un espace vectoriel de dimension 3 dans une base
donnée B = (ey, €9, e3). Etudier leurs propriétés sans calcul : noyau, image,rang, inversibilité...

010 010 0 01 111 1 20
A=| 0 0 1 B=10200 C=10200 D=[111 E=12 40
0 00 1 01 000 111 3 6 0

Exercice 7 : on considére les fonctions suivantes définies sur R :
firz—=e ™ forx xe™™, fy x> 2. On note F = vect(fi, fa, f3)-
1. Montrer que la famille (f1, f2, f3) est une base de F. On la note B.
2. Soit D 'application définie par : Vf € F, D(f) = f'.
Montrer que D est un endomorphisme de F' et déterminer sa matrice A dans la base B.
3. Comment calculer pour tout n de N, la dérivée n-ieme h(™ de la fonction h : x + (22 —21r—1)e™*?



Exercice 8 : soit m un réel.
-1 2 3—m
Soit f,, 'endomorphisme de R?® canoniquement associé¢ a la matrice A,, = 0 4—m 0
3—m 2 —1
1. Déterminer le rang de f,, suivant les valeurs de m.
2. En déduire Kerf,, suivant les valeurs de m, et en donner une base le cas échéant.

-1 6 —6
Exercice 9 : Soient £ = Ry[X] et B, = (1, X, X?). Soit f € L(FE) tel que Mat(f,B.)=| 3 -8 10
3 -9 11

1. f est-elle bijective?

2. Soient P1 = X2+ X —1, P, = X +3 et P3 = X?+ X. Montrer que la famille C = (P, P», Ps) est
une base de E.

3. Déterminer A’ la matrice de f dans la base C. Retrouver le résultat du 1.

4. Déterminer la matrice de f™ dans la base canonique, pour tout entier naturel n.

Exercice 10 : Soit n un entier n > 3. Soit F un K-espace vectoriel de dimension n. Soit (e, ea, ..., €,)
une base de F.

Soit u ’endomorphisme de E tel que u(e;) = e; + es + ... + e, et, pour tout i, 2 <i<mn, u(e;) =e;
(1) Justifier pourquoi 'application u est bien définie.

(2) Déterminer une base By de F' = Im(u). Donner le rang de .

(3) Déterminer une base By du noyau de u.

(4) Soit F la famille de vecteurs de E, obtenue par juxtaposition des bases By de Keru et B; de Imu.
Démontrer que la famille F est une base de E, donner la matrice de u dans cette base.

Quelle est la relation matricielle entre les deux matrices associées a u ?

Exercice 11 : Soit A une matrice carrée de taille n, a coefficients complexes.

On définit la trace de A, notée Tr(A), comme la somme des termes de la diagonale de A.

(1) Montrer : Pour toutes matrices carrées de méme taille A et B : Tr(AB) = Tr(BA).

(2) Justifier : Si deux matrices sont semblables, alors elles ont méme trace. Que dire de la réciproque ?

1 1 -1
Exercice 12 : Montrer que les matrices A = [ -3 -3 3 et B =
-2 =2 2

sont deux ma-

o O O

1
0
0

o O O

trices semblables.

Exercice 13 - Exercice supplémentaire : autres calculs de puissances de matrices :

1 00 000
1.Soit A= 0 1 1 J,etJ=1 0 0 1 |.Calculer J*, puis A", pour n entier naturel.
1 01 1 00
-1 6 -10
2. Soit C' = 2 =5 10
2 —6 11

1) Calculer C? — 4C'. En déduire que C est inversible.

2) Etudier la liberté de la famille (C, I).

2) Montrer que Vn € N, il existe deux uniques réels a,, et b, tels que C" = a,C + b, I3.
On définit ainsi deux suites réelles (ay,)n et (by)n-

3) Exprimer a,1 et b, en fonction de a, et b, , puis a,.2 en fonction de a,, et a, .
En déduire a,, en fonction de n et b,, en fonction de n.



