CORRIGE DE LA FICHE 9: LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES

Exercice 1: Résoudre I'équation (E): 2t(t + 1)y’(t) + (3t + 4)y(t) = 2t(t + 1)3/? d’inconnue y définie sur sur
10, +ool.

C’est une équation différentielle linéaire du ler ordre: La mettre sous forme résolue. On cherhce alors les solutions
définies sur Uintervalle ]0, +ool.

3t+4
» Etape 1: Résolution de I’équation homogene associée notée (Ep): y'(t) + W_:_”y(t) =0.
. 3t+4 4t+1) -t 2 1 1
Or une primitive sur ]0, +oo[ de t — ) = ST =1 1) est: t—2lnt— Eln(t—&— 1).
1 t?
De plus: 2Int—=In(t+ 1) =In(t3) —In (Vt+1) =In ()
b gt = () =i (VA1) =In { T
10, +o0[ — R
Donc 'ensemble des solutions de (Eg) est: Vit+1 /AeR
t — ylt)=A 2

» Etape 2: Recherche d’une solution particuliére de ’équation (E):
On utilise la méthode de la variation de la constante. On recherche une fonction solution sous la forme: y: t —

Vi+1
AL
t2
) , 3t+4 , 5
y est solution de (E) & y'(t)+ ————yt) =vVt+T S A/(t) =1t
2t(t+1)
BVvi+T 1
Ainsi la fonction yo définie par: pour tout t > 0, yo(t) = 3 tj = gt\/t + 1 est une solution particuliére de (E).
» Etape 3: Conclusion:
10,+o00[ — R

L’ensemble des solutions de (E) est:

1 Vi+1 /AR
t — y(t):gt\/t+1+A 5

Exercice 2: Résoudre ’équation (E): (t—1)y” —ty’ +y =1 d’inconnue y définie sur ]1, +ool.

» On suppose que y est solution de 1’équation (E):

alors pour tout réel t de J1,4+o0[, (t—1)y”" —ty’' +y =1

donc en dérivant cette équation, pour tout réel t > 1, (t—1)y"”’+y"”—ty”—y’+y’ = 0 donc (t—1)y"”"—(t—1)y” =0
Or t — 1 #0, donc pour tout réel t de ]1,4o00[, y"”' =y”.

Nous venons de montrer: Siy est solution, alors y”’ =y”.

» Soit y une solution de I’équation (E): notons z =y”.

Alors z est solution de I’équation différentielle linéaire du ler ordre z’ —z = 0.
Donc il existe un réel A tel que: Vt €]1, +ool, z(t) = Aet.

Donc y”(t) = Ae', donc il existe un réel B tel que YVt €]1,+ool, y'(t) = Ae' + B,
donc il existe un réel C tel que Vt €]1,+oo[, y(t) = Ae* + Bt + C,

Nous venons de montrer:

Si y est solution, alors il existe trois réels A, B, C tels que: Vt €]1,+o0o[, y(t) = Ae' + Bt + C.

» Réciproquement: Soit une fonction y de ce type, c’est-a-dire définie par:

Yt €]1,+o0o[, y(t) = Ae' + Bt + C avec A, B, C réels.

Alors y’(t) = Aet+B, et y”(t) = Aet. Dou (t—1)y”(t)—ty’(t)+y = Aet(t—1)—t(Aet+B)+Aet+Bt+C=C
D’out: y est solution de I’équation (E) équivaut & C = 1.

11,400 — R

t — y(t)=Ae' +Bt+1 \A,B reels},

Conclusion: | L’ensemble des solutions de (E) est {

Remarque: Pour résoudre I’équation (E), nous avons suivi un raisonnement de type analyse-synthése.




"

Exercice 3: Résoudre (Eq) t?y” — ty’ — 3y = 0 d’inconnue y définie sur ]0, +ool.

1. Résoudre I'équation différentielle (Ez) y” — 2y’ — 3y = 0: C’est une équation différentielle linéaire du 2nd
ordre & coefficients constants.
L’équation caractéristique associée est: x? —2x —3 = 0. Le discriminant vaut A = 16, donc les deux racines
sont x1 =3 et x =—1.

R

R —
t = y(t)=Ae3t +Bet /A’BGR}

Donc I’ensemble des solutions de (E;) est: {

2. Soit y une solution de I'équation (E1). Soit g la fonction définie sur R par: pour tout u € R, g(u) = y(e").
Alors g est 2-fois dérivable et g’(u) = e“y’(e%) et g”(u) = e“y’(e¥) + (e“)?y” (e%).

Ainsi: g”(u)—2g’(u)—3g(u) = e"y’(e")+(e*)?y” (e*)—2e"y’(e)—-3y(e™) = e™ ((e“)?y” (e*) — e¥y’(e™) — 3y(eY)).

Or y est solution de ’équation (E;), et pour tout réel u, t = e* appartient a ]0, +oo[, donc pour tout réel u,
g"(u) —2g'(u) —3g(u) = 0.

Donc g est solution de 1’équation différentielle (E;).

3. Pour résoudre I’équation (E;), nous suivons un raisonnement de type analyse-synthése:
» Analyse: Soit y une solution de 1’équation (E;) et soit g la fonction définie sur R par: pour tout u € R,
g(u) =y(e").
Alors g est solution de ’équation (E;), donc il existe A et B réels tels que: Pour tout réel u, g(u) =
Ae3t + Be Y,

ety(e") =A(e")’ +B !

ev’

De plus pour tout réel t > 0, il existe un unique réel u tel que t = e*, c’est u = In(t), et donc y(t) = At3+B€'

1
Nous avons montré: Siy est solution de (Eq) alors il existe A, B réels tels que pour tout t > 0,y(t) = At + B?

1
» Synthése: Soient A, B réels tels et une fonction y définie par: pour tout t > 0,y(t) = At3 + B?

1 1
Alors y'(t) = 3At? — Bt—z, y’(t) = 6/1\t+2Bt—37

donc t2y”(t) — ty’(t) — 3y(t) = ..... = 0, donc y est solution de (Eq).
10, +o0[ — R
Ainsi I’ensemble des solutions de (Eq) est ¢ o ylt) = A + B% /A, B réels ;.

Exercice 4: Résoudre (E) y’ = 1 +y? d’inconnue y définie sur un intervalle I.
!/
1. y est solution de ’équation (E) & 3 }:yz =1car14+y? #0.
donc y est solution de I'équation (E) & (arctan(y))’ =1 & il existe un réel A tel que pour tout réel t de I,
arctan(y(t)) =t+ A

On a donc prouvé: y est solution de I’équation (E) & il existe un réel A tel que pour tout t de I, arctan(y(t)) =t + A.

2. Ainsi, siy est solution de (E) sur 'intervalle I, alors il existe un réel A tel que pour tout t de I, arctan(y(t)) =

t+ A, donc pour tout t de I,t—i—AG]—g,g[, donc pour tout t de I, —A—; gtg—A—i—g.

Donc si y est solution de (E) sur I'intervalle I, alors il existe un réel A tel I C }—A — %[ , —A + 72£ [




3. Nous menons ici un raisonnement de type analyse synthése.

» [’analyse: D’aprés ce qui précéde, si y est solution de (E) sur Uintervalle I, alors il existe un réel A tel
que I C ]—A — g, —A+ g , et pour tout t de I, arctan(y(t)) =t+ A, donc y(t) = tan(t + A).
» La synthése: Soit A un réel, et soit y une fonction définie sur I = }fA — g ,—A + g [, par: pour tout t
de I, y(t) = tan(t + A).
Alors y est déribale sur I et y’(t) = 1+ (tan(t + A))z =1+y?2(t), donc y est solution de I’équation (E).

]-a-Z-a+Z] - R
L’ensemble des solutions de (E) définies sur un intervalle maximal est 2’ 2 /A réel ;.
t —  y(t) =tan(t+ A)
Exercice 5: Résoudre y’ =y? d’inconnue y définie sur un intervalle 1.
1. Recherche d’une solution y qui ne s’annule pas sur I[:
Soit y une solution de (E) qui ne s’annule pas sur [:
(a)
!
y est solution de ’équation (E) & 3—2 =1 car y ne s’annule pas sur I. (1)

. ORE

—1
& il existe un réel A tel que pour tout tde I, — =t+ A (3)

y(t)
-1
& il existe un réel A tel que pour tout t de Ly(t) = ATt (4)
1
& il existe un réel A tel que pour tout t de I y(t) = s (5)
1
Donc y est solution de ’équation (E) & il existe un réel A tel que pour tout t de I, y(t) = it

(b) Ainsi, si y est solution de (E) sur lintervalle I, alors il existe un réel A tel que pour tout t de I,

1
y(t) = A1 Donc pour tout t de I, A—t#0,donct>A out<A.

Donc si y est une solution de (E) sur I qui ne s’annule pas, alors il existe un réel A tel I C] — oo, Al ou I CJA, +ool.

(¢) Nous menons ici un raisonnement de type analyse synthése.
» L’analyse: D’aprés ce qui précéde, si y est une solution de (E) sur l'intervalle I qui ne s’annule pas,
alors il existe un réel A tel que tel I C] — oo, Al ou I CJA, +o0l, et pour tout t de I, y(t) = s
» La synthése: Soit A un réel, et soit y une fonction définie sur I =] — 0o, A[ ou I =]A, +o0[, par: pour
1
tout tde I, y(t) = ——.
ylt) = 7

—1
Alors y est dérivable sur I, y’(t) = (—1) x A e =y?(t), donc y est solution de I’équation (E).
Ainsi I’ensemble des solutions de (E) qui ne s’annule pas définies sur un intervalle maximal est S, avec:

]—o00,A[ — R JA, o[ — R
= ] A ] 2
S . o ylt) = . /A réel 3 . o ylt) = /A réel

2. Recherche d’une solution y qui s’annule au moins une fois sur I:
e On admet le théoréme de Cauchy:
Pour tous réels to et yo, il existe une unique fonction y solution de ’équation (E) définie sur un intervalle I
(maximal), telle que to € T et y(to) = yo-
C’est-a-dire & une condition initiale donnée, il existe une unique solution de I’équation (E).



e On peut remarquer que la fonction nulle définie sur I = R est solution de (E). e soit y une solution qui
s’annule au moins une fois. ALors il existe to réel, tel que y(to) = 0.

Or d’aprés le théoréme de Cauchy, il existe une unqgiue fonction solution de ’équation qui vérifie y(to) =0,
et il se trouve que la fonction nulle vérifie cette condition, donc y est la fonction nulle.

Il existe une unique solution qui s’annule au moins une fois, c’est la fonction nulle.

[ L’ensemble des solutions de ’équation (E) définie sur un intervalle maximal est: S U{La fonction nulle défnie sur R} ]

K
Exercice 6: Résoudre (E) y' = ayln <) d’inconnue y définie sur un intervalle I.

a et K sont deux réels donnés, strictement positifs.
Au vu de I'équation (E), on recherche une solution y qui ne s’annule pas sur I et qui est strictement positive sur I.

1. Soit y une solution de (E) définie sur I.

K
Soit u la fonction définie sur I par: Pour tout t € I, u(t) =In <y(t)>

(a) La fonction u est bien définie, car y est strictement positive sur I, et u est dérivable sur Y, comme
composée de fonctions dérivables.

X y'(t) y(t)
D’ou pour tout t de I: u/(t) = —K =,
(y(t)? K
KY\ 1
Or y est solution de (E), donc u/(t) = —ay(t) In () —— = —auf(t)
y/ y(t)
Donc la fonction u est solution de I’équation différentielle linéaire du ler ordre: z’ = —az. ]
e _ K
(b) Ainsi il existe un réel A tel que pour tout t de I, u(t) = Ae . Or —— = e“*(Y) donc y(t) = ——
y(t) enlt)
. . K
Donc il existe un réel A tel que pour tout t de I, y(t) = ——=.
e e

(¢) Comme l'exponentielle ne s’annule pas, il n’y a pas de condition supplémentaire sur I.

[ Pas de condition supplémentaire sur I, c’est-a-dire I C R. ]

2. Nous avons mené ici un raisonnement de type analyse synthése.
» [’analyse: D’aprés ce qui précéde, si y est une solution de (E) sur Uintervalle I, alors il existe un réel A

tel que pour tout t de I, y(t) = Ao

» La synthése: Soit A un réel, et soit y une fonction définie sur I = R, par: pour tout t de I, y(t) = SAe et
Alors y est dérivable sur I et aprés calcul de y’, on montre que y est solution de ’équation (E).

R — R

Ainsi I’ensemble des solutions de (E) définies sur un intervalle maximal est S = { b oo y(t) = K /A réel}.
T eAe—et




