Fiche d’exercices 12 : Variables aléatoires a densité 27 janvier 2025

c

Exercice 1 : soit ¢ un réel et soit f(z) = ————.
et + e %

Déterminer le réel ¢, afin que f soit une densité de probabilité, représenter 'allure du graphe de f.

Exercice 2 : soit a un réel et soit f définie par : f(z) =0six <1let f(z) = six > 1.

a
x2—1/4
1. Déterminer le réel a, afin que f soit une densité de probabilité, représenter graphiquement f.

2. Soit X une variable aléatoire de densité f. (a) Calculer P(—1 < X < 3). Etudier l'existence de 1'espérance
de X.

(b) Soit Y = < déterminer la loi de probabilité de Y. En particulier, Y est-elle une variable aléatoire a

densité ? Si oui, déterminer une densité de probabilité de Y.

Exercice 3 : loi exponentielle, loi uniforme. Soit X; < Exp(a) avec a > 0 et soit X9 — U([—2,2]).
1. Soit a un réel, a > 0. Justifier que aX; est une variable aléatoire & densité. En déterminer une densité.
2. Soit Y = —X. Justifier que Y est une variable aléatoire & densité. En déterminer une densité.
3. Soit T' = [X1] (partie entiére). Déterminer la loi de probabilité de T'. Reconnaitre la loi de la variable 1 +T'.
En déduire, E(T) et var(T).
4. Soit Z = X3. Justifier que Z est une variable aléatoire & densité. En déterminer une densité.

Exercice 4 :

1 :
1) Soit f(x) = { 222 si fz] > 1

0 sinon.

. Montrer que f est une densité de probabilité, représenter-la graphiquement.

2) Soit X une variable aléatoire de densité f. On note Fx sa fonction de répartition.
Interpréter graphiquement la valeur de Fx(—x) + Fx(x). Le démontrer. Que vaut Fx(0)?
3) Calculer Fx(z) pour > 1. En déduire Fx(x) pour z € R.

4) Soit Y = In|X|. Montrer que Y suit une loi usuelle.

1
5) Soit Z = X Z admet-elle une espérance ? La calculer le cas échéant. (Puis facultatif : Déterminer la loi de Z.

Exercice 5 : Soit A un réel strictement positif.

Pour tout ¢t > 0, on définit la variable aléatoire N; qui donne le nombre de personnes qui entrent dans un magasin
entre les instants 0 et t. On suppose que V; suit une loi de Poisson de paramétre At.

Pour tout entier n de N*, on définit la variable aléatoire Y,, qui mesure le temps d’attente de I’arrivée du n — ime
client dans le magasin depuis 'instant 0.

(1) Soit t € RT™*, soit n € N* : si (Y, < t), comparer N; et n.

En déduire une expression de 1'événement (Y, < t) en fonction de Ny et n.

(2) Montrer que Y;, est une variable aléatoire a densité et de déterminer une densité.

Exercice 6 : X et Y sont 2 v.a. indépendantes de loi exponentielle de paramétres respectifs A et u, A # u.
(1) Déterminer la loi de Z = min(X,Y’). Montrer que Z admet une espérance et la calculer.
(2) Déterminer la loi de T'= X — Y. Déterminer la loi de S = X + Y.
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(3) Puis déterminer les lois de U = §(X +Y)et V= §(X —Y). Calculer les espérances de U et V.

Exercice 7 : Une machine fonctionne avec n composants. On note 11, 15, ...T), les variables aléatoires qui donnent
la durée de bon fonctionnement de chaque composant de 1 a n. les variables (Tj)x sont indépendantes et suivant
toutes la méme loi exponentielle de paramétre a.

(1) Soit ¢t > 0. N; compte le nombre de composants défaillants au temps ¢.

Déterminer la loi de V; , son espérance et sa variance.

(2) Pour un entier naturel n non nul, S,, est la variable aléatoire égale au temps de bon fonctionnement de la
machine. Déterminer la loi de S,,, dans chacun des cas suivants :

(a) La machine fonctionne avec des composants en série, c’est a dire qu’elle ne fonctionne plus dés qu’un compo-
sant est défaillant.

(b) La machine fonctionne avec des composants en paralléle, c’est & dire qu’elle ne fonctionne tant que au moins
un composant fonctionne.



Exercice 8 : Autour de lois normales :

Soient X et Y deux variables aléatoires suivant une loi normale centrée réduite et indépendantes.
(1) Soit T' = eX. Montrer que T" admet une espérance et la calculer.

(2) Soit Z=X?2. Exprimer la fonction de répartition de Z en fonction de z — Fx(1/2).

En déduire que Z est une variable aléatoire a densité. Déterminer, alors une densité de Z.

(3) Question facultative : Montrer que S=X2+Y? suit une loi exponentielle de paramétre %
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Indication : On pourra effectuer le changement de variable : u = ¢(t) = — — 1, et admettre qu’une primitive de
S

1
x +— ———— sur | — 1, 1] est la fonction arcsin.
1—a?

Exercice 9 : Pour obtenir des simulations de variables aléatoires en Python : Soit X — U(]0, 1]).
1. Lois discreétes :
1- Soit Z une variable aléatoire telle que Z(2) = 1,2,3,4 et pour tout kde 1 a4, P(Z = k) =pr O_pr = 1).
1 siX(w)<p
sipr < X(w) <p1+p2
si pr+p2 < X(w) < p1+p2+ps
sipr+p2+p3 < X(w) <1

Démontrer que la variable aléatoire Y définie par : Y (w) = suit la

=W N

méme loi que Z.
2- Généralisation a Z une variable aléatoire telle que Z(§2) = N, tq pour tout k, P(X = k) = p.

0 siX(w)<po

Démontrer que la variable aléatoire Y définie par : Y (w) = k=l k  suit la méme loi
koosi 3opi < X(w) < Xopi
i=0 i=0
que Z.

2. Lois & densité :
1- Soient a,b deux réels tels que a <bet Y =a+ (b—a)X.
Justifier que Y est une variable aléatoire a densité. En déterminer une densité.
2- Soient o un réel tel que v > 0 et Z = =L In(1 — X).
Justifier que Z est une variable aléatoire a densité. En déterminer une densité.
3- En déduire des programmes en Python qui permettent de réaliser une simulation d’une variable aléatoire
suivant une loi uniforme, une loi exponentielle.

Exercice supplémentaire 10 :
Soit (Xy)n>1 une famille de variables aléatoires indépendantes toutes de loi exponentielle de parameétre 1.

n X
Pour tout entier n > 0. On note Y,, = max(Xy, Xo, ..., X,,) et Z, = > —*.
i=1 1

1. Justifier que Y,, est une variable aléatoire & densité. Déterminer une densité de Y.
2. Montrer que la loi de aX; pour un réel a > 0 est une loi usuelle. La préciser.

3. Déterminer la loi (une densité de probabilité) de la somme de deux lois exponentielles indépendantes de
paramétres distincts.

4. En déduire la loi de Zs.
5. Montrer que pour tout entier n > 0, les variables Y,, et Z,, suivant la méme loi.

6. En déduire une expression de I'espérance et la variance de Y,, sous la forme de sommes.

Exercice supplémentaire 11 : Soit X une variable aléatoire de fonction de répartition F' : Vo € R, F(z) =
el‘

1+er
1. Justifier que X est une variable aléatoire a densité. Déterminer, alors une densité de X.

2. Montrer que la densité trouvée est une fonction paire.

. o X+1
3. Soit Y = 2X+2'

(a) Montrer l'existence de I'espérance de Y, et donner sa valeur.

(b) Montrer que Y est une variable aléatoire & densité. Donner une densité de probabilité de Y.

4. Questions subsidiaire : Montrer 'existence de ’espérance de X, et donner sa valeur.
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