BCPST2-2 - Devoir maison n°13 - A rendre le jeudi 30 janvier 2025

D’une intégrale sur un segment & une convergence en loi

1 ,.n—1
x
Partie 1 : on considére la suite réelle (u,)n>1 définie par : Vn > 1, u, = [ T
> / .

dz.

Etudier le sens de variation de la suite (uy,)n>1.
Soit n > 1. Exprimer u, + u,11 en fonction de n.

1
Déduire des questions précédentes ’encadrement suivant : Vn > 2, — < 2u,, < T
n n—

Déterminer un équivalent simple de u,,, lorsque n est au voisinage de +o0.

BANN o A .

Calculer uq, puis établir une expression de u, en fonction de n, sous la forme d’une somme.

Partie 2 : pour tout entier n > 0, on définit la fonction f, par :

fn: R = R
0 sit<l1
t = fult)= 1

— sit>1
Upt™(1 + 1)

6. Montrer que pour tout n > 0, f,, est une densité de probabilité.

Indication : vous utiliserez le changement de variable u = %

7. Que vaut X,,(©2) 7 Que vaut la fonction de répartition F,, de f, sur | — oo, 1]?

Partie 3 : dans la suite du probléme, on suppose que (X,,),>1 est une suite de variables aléatoires définies sur
un méme espace probabilisé (2, A, P), telles que, pour tout n > 1, X, est une variable aléatoire de densité f,.
On note F;, la fonction de répartition de X,,.
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8. Déterminer I’ensemble des réels y tels que P(X; <y) > 5

9. Soit Z = In(X}). Prouver que Z est une variable aléatoire a densité et en déterminer une.
10. Soit = un réel, z > 1.
u” 1

Mont 0 < < .
(a) Montrer : 0 < 15 vs

8\HH'_,

1 n
U
b) Exprimer F,(x) en fonction de n, uy,, = et [ ———du.
Indication : utiliser un changement de variable, puis effectuer une intégration par parties.
(c) Déterminer lim F,(x).
n—-+00
11. Pour x < 1, déterminer lim F,(z).
n—-+00

12. En déduire existence d’une variable aléatoire X de fonction de répartition F, telle que Vx € R, F(z) =

lim F,(z).

n—-+o00

Donner la loi de probabilité de cette variable aléatoire X.

Partie 4 : Questions facultative

13. pour quelles valeurs de n, la variable aléatoire X,, admet-elle une espérance ?
Lorsqu’elle existe, calculer E(X,,) et en donner une expression en fonction de u, et u,_.



