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Vocabulaire de la logique et des ensembles.

1.1 Logique élémentaire.

1.1.1 Définition : Négation, et/ou

Soient P et @ deux propositions, on définit de nouvelles propositions
e la proposition (NON P) qui est vraie si P est fausse et fausse sinon.
e la proposition (P ou Q) qui est vraie lorsqu’au moins une des deux propositions est vraie, et fausse sinon.

e la proposition (P et Q) qui est vraie lorsque P et ) sont vraies, et fausse sinon.

Remarques :
- Vrai et Faux les deux ”valeurs de vérités”.
- On dit que P équivaut a ) quand ils ont méme valeur de vérité.
- Le ’ou’ est inclusif.

Propriétés.
(P et Vrai) équivaut a P (P ou Vrai) équivaut a Vrai
(P et Faux) équivaut a Faux (P ou Faux) équivaut a P
(P et P) équivaut a P (P ou P) équivaut & P
(P et Q) équivaut & (Q et P) (P ou Q) équivaut & (Q ou P)
P et (Q et R) équivaut & (P et Q) et R P ou (Q ou R) équivaut & (P ou@)ouR

Remarque : Quand il n’y a que des ”"et” ou que des "ou”, on peut enlever les parentheses.

1.1.2 (Négation du ”et” et du ”ou”)

Non(P et Q) équivaut & Non(P) ou Non(Q)

Non(P ou @) équivaut & Non(P) et Non(Q)

Remarque : La négation d’un "et” est un "ou” ; La négation d'un "ou” est un ”et”.

1.1.3 Distributivité du ”et” sur le ”ou” et du ”ou” sur le ”et”

Pet (Qou R) équivaut & (Pet @ )ou (Pet R)

Pou (Qet R) équivaut & (Pou@ )et (PouR)

Remarque : Faire bien attention a 'usage des parentheses quand il y a des ”et” et des "ou”.



1.1.4 Implication et équivalence.

Onnote P = @ la proposition (P et Q) ou (Non(P)). (ou plus simplement Non(P) ou Q)

On note P <= @ la proposition (P et Q) ou (Non(P) et Non(Q))

P = Q| : ”Si P (vraie) alors Q (vraie)”

P = Q
a N

suffisante nécessaire

Transitivité.
’ P = Q et Q = R entraine P — R ‘
P < Q| : 7 P (vraie) si, et seulement si, Q (vraie)”
P — Q@ équivauta (P = Q et Q = P)
@ est une condition a la fois nécessaire et suffisante pour que P soit vraie.
Transitivité.

’ P < Qe Q < R entraine P < R

Implication / déduction.
On distingue : une implication que I’on peut voir comme une regle
et une déduction qui est I’application de la regle.

Exemple (dans un contexte ot v est un réel supérieur ou égal —1) :

déduction
on sait que —a=+va+1 a?=a+1
T

Pour tout (a,b) € R?, si a =b alors a® = b?

En pratique les implications sont associées & un quantificateur universel avec P et () dépendant d’une variable.

Ve e E, P(zr)= Q(z)

1.1.5 Implication réciproque

L’implication réciproque de 'implication Vz € E, P(x) = Q(x) est :
Vee E, Q(z)= P(z)

Remarque : Une implication et sa réciproque n’ont pas toujours la méme valeur de vérité.

1.1.6 Contraposée

La forme contraposée de 'implication Vz € E, P(z) = Q(z) est:
Ve € E, non(Q(x)) = non(P(x))

Remarques :
e Une implication et sa contraposée ont toujours la méme valeur de vérité (elles sont équivalentes).

e Les propositions : Va € E, P(z) <= Q(x) et Vzx € E, Non(P(z)) <= Non(Q(x)) sont équivalentes.



1.1.7 Négation d’une implication.

La négation de 'implication Vz € E, P(z) = Q(z) est:
Jx e E: P(z) et Non(Q(x)).

Remarques :
La négation d’une implication est un ”et”, elle ne s’exprime pas avec une implication.

La valeur de x qui permet de montrer qu’une implication est fausse, est appelée contre-exemple.

1.2 Quantificateurs universel et existentiel :

1.2.1 Définitions

P(x) désigne une proposition dépendant d’une variable x élément un ensemble F :

O VieE, P(x) signifie que : pour chaque x élément de F la proposition P(z) est vraie.
® JreFE: Px) signifie que : il existe au moins un x de E pour lequel P(x) est vraie
® 1dlxzcFE: Px) signifie que : il existe un unique = de E pour lequel P(z) est vraie

On peut décomposer © :
Bz e E: P(zx)) et V(x,x2)€ E? (P(x1) et P(x)) = 21 = 2

existence unicité

1.2.2 Négation de proposition avec des quantificateurs

Non|Vx € E, P(x)] équivaut & Iz € E: Non[P(z)]

Non[3z € E: P(z)] équivaut & Vz € E, Non[P(z)]

Notion de contre-exemple :
Pour démontrer que la proposition [Vz € E, P(z)] est fausse, il suffit de trouver un élément z de F pour lequel
P(z) est faux.

1.2.3 Chaines de quantificateurs

e Les quantificateurs, s’écrivent toujours a gauche des propositions,

e On enleve les parentheses quand il n’y a pas d’ambiguité.
Exemple :
La proposition Vz € E,(Jy € F: R(z,y)) ,sécrit Ve e E,Jy € F: R(x,y)

P(z)

e 'ordre dans lequel ils sont écrits a en général une importance,

Il faut bien distinguer les deux propositions suivantes :
Vee E, Jy e F: R(z,y) et Jye F:Vx € E, R(x,y)

Dans la proposition Vo € E,Jy € F : R(x,y), 1'élément y de F' peut étre différent pour chaque x de E.
Dans la proposition 3y € F : Vz € E, R(z,y), on doit avoir un y dans F' qui ne dépend pas de 1'élément = de E.

e Négation : Quand on nie une proposition de ce type on remplace les 3 par des V et inversement les V par des 3
puis on nie la proposition R(z,y).

Exemple : La négation de la proposition Va € E,Jy € F: R(z,y) est: Jzx € E:Vy € F, Non(R(z,y)).



1.3 Vocabulaire des ensembles.

1.3.1 Généralités.

e On note @  Densemble vide (celui qui ne contient rien)
e On note a € E : a est élément d’'un ensemble E. Sa négation se note a ¢ F.
e On note A C B la proposition : Vz, x€ A— x € B.
”les éléments de A sont tous des éléments de B”. Sa négation se note A ¢ B.
e Lorsque A C B on dit que A est un sous-ensemble de B ou une partie de B.
e Un ensemble ne contenant qu’un élément est appelée singleton. On note {a}.
e Un ensemble contenant exactement deux éléments est appelée paire. On note {a; b}.
e Un ensemble contenant exactement n éléments est appelée n-combinaisons.On note {x1;za;---;n}-

e Pour E un ensemble quelconque, on note &(E) 1’ensemble des parties de E.

1.3.2 Ensemble défini par une propriété caractéristique.

Soient E un ensemble et P(x) une proposition dépendant de x un élément de E.
Il existe un seul ensemble A C E, tel que pour tout x € E,ona: z€ A < P(x).
On le note : A={z€E|Px)}
On lit : 7 A est 'ensemble des éléments = de F vérifiant la proposition P(x)”.

On dit aussi que P(z) caractérise les éléments x de A.

1.3.3 Ensemble défini comme image directe d’une application.

Soient I et E deux ensembles et f une application qui & chaque élément ¢ de I associe f(¢) dans F.
L'ensemble A={zecFE|3tel: z=f(t)} peut aussis’écrire : A={f@t)|tel}.
On lit : 7 A est 'ensemble des f(¢) lorsque ¢ décrit I”.
On dit aussi que A est 'image directe de I par f. (Il se note parfois f(I) ).

1.3.4 Complémentaire. Intersection, réunion, différence de deux ensembles.

Définitions.

A et B désignent deux parties d’'un ensemble F,
e complémentaire de A (dans E): (CpA={zecE|z¢g A}
e intersection de Aet B: ANB={ze€E|x€AetxecB} (Onlit”A inter B”)
e réunion de A et B : AUB={zx€E|zcAouxeB} (Onlit”A union B”)
e Différence de Apar B: A\B={z€E|zcAetaxg B} (Onlit A privé de B”)

Remarques :
@ On pourra aussi noter A = CgA
@ Dire que A et B sont disjoints signifie que : AN B = @.
@ Dire que les Ay, Ao, ..., A, sont 2 & 2 disjoints signifie que : V(i,5) € [1,n]?, i#j= A,NA; =0

Propriétés :

Soient A, B et C' des parties d'un ensemble E.

o=F EF=0o AN =92 Aug =A4A AUB=BUA ANB=BnNnA
(A)=A4 An(BNC)=(ANB)NC  AU(BUC)=(AUB)UC A\B=ANB

Complémentaires d’une union et d’une intersection : (Lois de De Morgan)

(AnB)=AUB (AUB)=ANB
Distributivités :
AN(BUC)=(ANB)U(ANCQC) AU(BNC)=(AUuB)N(AUCQC).




1.3.5 Partition

Propriétés :

Soient n un entier naturel non nul et Ay, Ao, ..., A, des parties d'un ensemble E.
Dire que I'ensemble {A;, As, ..., A, } est une partition de FE signifie que :
0 V(i,j)e[Ln]? i#j=ANA =0

n

[>) UAk:E
k=1

Dans d’autres filieres on ajoute ® : Vi € [1;n], A; # @

1.3.6 Produit cartésien.

Soient E et F' deux ensembles,

on note E x F (on lit "E croix F”) lensemble de tous les couples (z,y) dont la premiere composante = est un
élément de E et la seconde de F'.

Propriété fondamentale :

’PourtousaEE,a’EE,bEFetb'GF7 (a,0) =(a/,bV) <= a=d e b=V

Si A, B et C sont trois ensembles,

on pose (A x B) x C'=A x B x C et les éléments sont notés (x,y, z) et sont appelés triplets.
On définit de méme (Ax Bx C)x D=AXxBxCx D etc ...

Pour n un entier tel que n > 2 et FEq, E», ..., E,, des ensembles,

les éléments de By X Ey X --- x E,, sont notés (x1,xa,...,x,) et sont appelés listes ou n-uplets

Propriété fondamentale :

Pour tous zy € By, 22 € By, ..., o, €E, et 2y € By, a2b € Ey, ..., 2, € E, ,

(1,22, ..., xy) = (2),2h,...,2)) < Vie[l;n], =z, =2z

Pour n un entier tel que n > 2 et E un ensemble, on note :

E" ={ (z1,29,...,2,) | Vi€ [L;n], z,€E}

Les éléments de E? sont appelés couples d’éléments de E.
Les éléments de E? sont appelés triplets d’éléments de E.

Pour n un entier naturel supérieur ou égal a 2, les éléments de E™ sont appelés listes de n éléments de E.

1.3.7 Notations ﬂ et U

el el

Définition.

Soit (A;);er une famille de parties de E.
e l'intersection des A4, : ﬂAi ={zecFE|Viel, zeci}

el

e la réunion des 4; : UAZ-:{xEE|Hi€I: xe€A}
icl




Propriétés :

Complémentaires d’une union et d’une intersection :

Na=Ua

iel iel
Distributivités :

BU (ﬂAZ) =BUA)

i€l i€l




1.4 Meéthodes de raisonnement, rédaction.

Nous présentons ici des types de raisonnements classiques avec des indications sur la rédaction.

1.4.1 Démontrer une implication.

Beaucoup de propositions peuvent s’écrire : Vo € E, P(z) = Q(x).

Autrement dit :

"Quel que soit 'objet z, Si z vérifie P(z) alors x vérifie Q(z).”

C’est aussi le moyen de montrer une inclusion A C B :

pour tout z € E, si z € A alors z € B.

Pour montrer que "Va € E, P(x) = Q(x)” est fausse, on donne un contre-exemple.
Rédaction type.

Prenons un élément = de E et supposons P(x) vraie.

( C’est ce que signifie la phrase : "Soit x € E tel que P(x),”. )

on raisonne ensuite par déductions successives pour montrer que Q(x) est vraie.

1.4.2 Démontrer une équivalence.

Souvent pour montrer une équivalence, on raisonne par double implication.

Pour démontrer Vo € E, P(z) < Q(x),
on démontre Vo € E, P(z) = Q(x) et

Rédaction type.

Vee E, Q(z) = P(z).

Prenons un élément = de E et supposons P(z) vraie.

...donc ...

Prenons un élément = de E et supposons Q(x) vraie.

...donc ...

En conclusion : Ve € E, P(z) < Q(x) ‘

donc Q(z) (est vraie) n

donc P(x) (est vraie) n

Dans les cas les plus simples on peut raisonner par équivalence en s’appuyant sur la remarque suivante :

Si P <= Q et Q < R alors P < R

Rédaction type.

Prenons un x € E quelconque fixé, (ici on ne suppose rien)
(c’est ce que signifie la phrase ” Soit x € E.”)
P(z) <—
= Q(x)
En conclusion : Ve € E, P(z) < Q(x) ‘

10



1.4.3 Raisonnement par disjonction des cas.

Le principe avec 2 cas :

Si (PpouPy)et (P = Q)et (Po= Q) alors Q.
1.4.4 Raisonnement par contraposée.
Le principe :

Pour montrer Vz € E, P(z) = Q(z), il suffit de montrer Vz € E, non(Q(z)) = non(P(zx))

1.4.5 Raisonnement par 1’absurde.
Le principe :

Pour montrer Vo € E, P(z), il suffit de montrer Vz € E, non(P(z)) = Q(x) et non(Q(x))

1.4.6 Raisonnement par analyse-synthese.
Principe :
Si VeeE, Plx)=—axz€A alors {ze€FE|Px)}={zcA|P)}

On cherche & déterminer : S={z € E | P(z) }

Une premiére étape permet de réduire le domaine d’étude en raisonnant par condition nécessaire : 1’ Analyse.
VeeE, Plz)=z€cA

11 suffit alors de déterminer : { z € A | P(x) } , la Synthese.

Dans certains cas I'analyse a tellement réduit 'ensemble d’étude A qu’il suffit de vérifier que les éléments x de A
vérifient ou non P(z).

1.4.7 Résoudre une équation.

Résoudre une équation revient toujours & passer de écriture { x € E | P(z) } acelle { f(¢) |t €T }.
Dans les cas les plus simples & : { x € E | P(z) } = {z1,..., 2}

Passage d’une équation cartésienne a une représentation paramétrique.

11



Nombres.

2.1 Nombres entiers.
On note N I'ensemble des entiers naturels : 0,1, 2,3, 4,5, ...

On note Z ’ensemble des entiers relatifs : ... , =5, —4, =3, =2, —1,0, 1,2, 3,4, 5, ...

2.1.1 Notation.

Soient a et b deux entiers relatifs vérifiant a < b,
on note [a;b] ensemble des entiers compris entre a et b au sens large.

autrement dit : [a;0] ={k€Z|a<k<b}
(C’est lensemble des entiers relatifs k vérifiant a < k < b)

on note [a; +oo[ 'ensemble des entiers supérieurs ou égaux a a.
autrement dit : [a;+oo[={k€Z |a<k}
(C’est l’ensemble des entiers relatifs k vérifiant a < k)

2.1.2 Raisonnement par récurrence.

Soient ng un entier naturel et (P,)nen une suite de propositions (d’assertions).

Py, P, Py, ... sont des affirmations, pour chaque n, P, peut étre vraie ou fausse.

Récurrence simple :

P, est vraie
Si
quel que soit 'entier n > ng, si P, est vraie alors P,y est vraie

alors quel que soit 'entier n > ng, P, est vraie.

Récurrence d’ordre 2 :

P,, et P, 11 sont vraies
Si
quel que soit ’entier n > ng, si P, et P,4; sont vraies alors P, ;o est vraie

alors quel que soit 'entier n > ng, P, est vraie.

Récurrence forte :

[ P, .
S > .
Si { quel que soit n > ng, [Vk € [no;n], Pr|= Pni1 alors quel que soit n = no, Pn

Récurrence finie :

Soit n fixé dans N,

. | Pu, ‘
Si { Vk € [no;n—1], P = Pop alors P, (est vraie).
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2.2 Nombres réels.

On note R I’ensemble des nombres réels.
On représente ces nombres sur un axe orienté. (Chaque réel z est associé & un point M, le point d’abscisse x).

0 1 T

1 n
T T

2.2.1 Regles de calcul.

Somme et produit

Pour tous réels z, y et z on a :
r+y=y+ux r+0=2x (x+y)+z=a+(y+2) ' eR: z+2' =0
Ty = yx rxl=uxw (xy)z = x(y2) (siz#0) ' eR: za’ =1
z(y+2)=zy+az
Quotients de nombres réels :
Soient a, b, ¢ et d des nombres réels non nuls,
a 1 a ac a ac 1
3= = e X3=7 T,
a c_ac a,c_ad+tbe 3 _ad
b d bd b d bd g b

Ordre de priorité :

Soient a, b et ¢ des nombres réels non nuls,

a+b—c=a+b+(—c)

a+bxec=a+ (bxc)
a+b

a—b+c=a+(=b)+c

axb+ec=(axb)+c
1 a b

= b) x = a2
(atb)x= = 2+

C Cc

2.2.2

Propriétés.

Inégalités

Les propositions suivantes sont vraies quels que soient les réels z, y et a.

rL<y=>zc+a<sy+a r<y=—zx+a<y-+a
Ty <= y—z2=0 r<y <= y—z>0
20 et y20=z+y=>0 >0 et y20=zx+y>0
>0 < —xr<0 >0 << —r<0
20 et 20 <= 22=0

z20 et y20=2z2y=>0 >0 et y20=2zy >0
zy > 0 si, et seulement si, z et y sont de méme signe.

zy < 0 si, et seulement si, z et y sont de signe opposé.
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Propositions.

Pour a,b,c,a’, b, c des réels,
Si a<beta <V alors a+a <b+ ¥V
Si a<b et k>0 alors ka <kb
Si 0<a<<betd<ad <V alors aa’ < bV
Si a<b et £<0 alors kb<ka

N

1 1

Si aetbdans R}, a<b alors ggf
a

1

a

Si aetbdans I, a et f croissante sur I alors f(a) <

Si aetbdans I, a

(b)

Si aetbdans R*, a <b alors %g
b f
b et f décroissante sur I alors f(b) < f(a)

N IN

Meéme propriétés sur les encadrements.

N
S2
N

Notation:’ a c < a<bet b<ec ‘

2.2.3 Intervalles

Définition :

Les intervalles de R sont les parties A de R vérifiant :

V(a,b,c) € R?, [a€A et beA e a<e<b] = cecA

En pratique : (Réponse simple ¢ une question "Qu’est ce qu’un intervalle ?” posée & Uécrit ou Uoral d’un
concours)

Les intervalles de R, autres que @ et R, sont les parties de R de la forme :
[asb], Ja;b[, [as;b[, Ja;b], [a;+oo[, Jas+oo[, ]J—o0;b], ]—o0;b]

avec a et b deux réels.

2.2.4 Valeur absolue.

Définition :

T si 20

On définit la valeur absolue d’un réel z par : |z| = { o G 220

Remarques :
Sur 'axe orienté des réels, on note M le point d’abscisse x, A d’abscisse x4 et B d’abscisse zg.
e |z| est la distance de M & lorigine. ( on dit aussi ”de x & Porigine”).
o |rp — x4|est la distance AB ( on dit aussi "de x4 a x5”).

e 1xp — x4 est la mesure algébrique AB.

Propositions :
Soit x, y et h des réels avec a > 0,
2] > 0 (o] =0 <= o =0) ~Jal <2 < o]
2] <a <= —a<z<a 2] >a <= < —a ou a<uz
|lzyl = |zlly| [z 4yl < ||+ ly| | = lyll < |z —y|

Cas d’égalité dans linégalité triangulaire.

V(w,y) € R, fa+y| = 2] +lyl <= (2> 0ety>0)ou (x<0ety<0)
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Généralisation de l'inégalité triangulaire.

Soient n un entier non nul et ay,asg,...,a, n réels,

n

D a

k=1

n

<Y lax|
k=1

2.2.5 Puissances entieres.

Définition.

Soit x un réel, on définit par récurrence et pour tout entier naturel n le réel x™ par :
¥ =1 VneN, z"l=z"xz

Plus simplement : 2" =x X --- X x
—_———

n facteurs

(=n)
Soient x un réel non nuls et n un entier strictement négatif, le réel ™ est égal a (7)
x

Propriétés

Soient x et y deux réels non nuls et n et m deux entiers relatifs.

(:L,y)ﬂ, — xnyn’ xn X xm — ‘,L,TLJFTYI/ , (mn)m — x"Lﬂ’L , [ xn—m
xm
Identités remarquables.
Pour a et b deux réels,
a—+ = a” + 2ab + 07 a— =a” — 2ab + 07 , a— a+0b)=a" —
b)? 2 4+ 2ab + b2 b)? 2 _ 2ab+ b2 b b 2 _p?

2.2.6 Racine carrée

Définition :

Pour z un réel positif ou nul, on note /z 'unique réel positif dont le carré vaut x.

Proposition :

x et y désignent deux réels positifs ou nuls,

VY = VY siy #0

Attention : Quel que soit le réel x, Va2 = |z|.

2.2.7 Puissances réelles.

Définition :

Soit a et b deux réels, avec @ > 0, on appelle a puissance b le réel e? (@),

def
CLb e eb In(a)

Propriétés algébriques :

Soient a, a’ deux réels strictement positifs et b, b’ deux réels quelconques.

=1 a'=a (aa')’ = aba a’a

b / ’ b’ ’ o
/ bt = gbab (a?)” = a® abv —

Propositions :

Vb e R, YVaeR}, In(a’) =bln(a) Vb eR, VaeR, (&)’ =e®
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2.2.8 Majoration, minoration.

Définition :

Soit m un réel, A une partie de R,

@ Dire que m est un majorant de A signifie que: Vx € A, x < m.

@ Dire que m est un minorant A signifie que: Vx € A, x>m.

Définition :

Soit f une fonction a valeurs dans R et définies sur un ensemble F ,

Autrement dit :

Dire que f est majorée sur FE signifie que: IM €R: Ve e E, f(z)< M.

Dire que f est majorée sur E signifie que I’ensemble : {f(z) | z € E} est majorée.

Définition :

Soit (un)nen une suite a valeurs dans R,

Autrement dit :

Dire que (un),en est majorée signifie que: IM eR: ¥ne N, wu, <M.

Dire que (un),cn est majorée signifie que I'ensemble : {u,, | n € N} est majorée.

2.2.9 Plus grand ou plus petit élément d’un ensemble

Définitions :

Soit a un réel, A une partie non vide de R,

@ Dire que a est le plus grand élément de A signifie que :
ac€A e VxeA z<a

Lorsqu’il existe, il est unique on le note max(A).
@ Dire que a est le plus petit élément de A signifie que :
a€A et YreA =xz>a

Lorsqu’il existe, il est unique on le note min(A).

Définition :

Dire que M est le maximum de f sur E signifie que :
g e E: flzg) =M et VeeE, f(z)<M.

Autrement dit : Dire que M est le maximum de f sur F signifie que :

M est le plus grand élément de 'ensemble {f(z) | x € E}.

Soit f une fonction a valeurs dans R et définies sur un ensemble F et M un réel ,

Définition :

Soit (un)pen une suite a valeurs dans R,

Dire que M est le maximum de (up),cN signifie que :
ny eN:u,, =M e VYneN, u, <M.

Autrement dit :  Dire que M est le maximum de (up),eN signifie que :

M est le maximum de l'ensemble : {u,, | n € N}.
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2.2.10 Borne supérieure ou inférieure

Définition :

Vee A, z<a et Vo<a, Ix€A: b<x

Vre A, a<z et Vo>a, Ix€A: <D

La borne supérieure a d’une partie A de R est caractérisée ("a = sup(A) <= ") par :

La borne inférieure a d’une partie A de R est caractérisée ("a = inf(A) <= ") par :

Autrement dit :

A une partie de R,

e La borne supérieure de A est, lorsqu’il existe, le plus petit des majorants de A.

e La borne inférieure de A est, lorsqu’il existe, le plus grand des minorants de A.

Théoréme : (Propriété de la borne supérieure, de la borne inférieure)

Toute partie non vide majorée de R posséde une borne supérieure.

Toute partie non vide minorée de R possede une borne inférieure.

2.2.11 Partie entiere.

Définition :

Soit x un réel, il existe un et un seul entier relatif n vérifiant :
n<r<n+1

cet entier s’appelle la partie entiére de x et se note |x|

Propriétés :

Pour tout = € R,
lz] <z < |z]+1 et r—1<|z] <=z
Pour tout = € R,
lz+1] =|z]+1 et VneZ, |z+n]=|z]+n

La fonction & — |z] est croissante sur R.

Proposition :

Soient a et b deux entiers naturels non nuls,

{%J est le quotient dans la division euclidienne de a par b.

Séparation des termes d’une somme.

Soit (ay) une suite de nombre complexes,

L5

n L2534
E a; = E Qgk + g A2k+1
i=0 k=0 k=0

n %] (251 (252
E a; = E asg + a3k+1 + Q3k+2
i=0 k=0 k=0 k=0
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2.3 Nombres complexes.

Introduction.

Il existe un ensemble C vérifiant :
ORCC
® on définit + et x sur C avec les mémes propriétés que + et x sur R.
O il existe un élément de C noté i et vérifiant ¢ x i = —1

® tout élément de C peut s’écrire de maniere unique x + 7 X y ou = et y sont deux nombres réels.

Attention :
Dans C on ne définit pas d’ordre on ne peut pas comparer (plus petit ou plus grand) deux nombres complexes.

2.3.1 Forme algébrique.
Identification.

V(z,y) eR? z+iy=2'+iy < z=2 et y=1

2.3.2 Regles de calcul.

Pour tous nombres complexes z, z1, 22 et z3 et tous nombres réels x1,y;, T2 et yo on a :

it = -1 (1 +iy1) (22 +iy2) = (122 — y1y2) + i(T1y2 + 2201)
21+ 29 = 29+21 21+0 =2 (z14+22)+23 = 21+ (22+23) 3 eC: 242 =0
2129 = 29721 21 x1=2z (2122)23 = 21(2223) (siz#0) 3 eC: 22/ =1

z1(22 + 23) = 2122 + 2123

Les identités remarquables, les formules du binome et de Bernoulli ont été enoncés avec des nombres complexes.

Remarque : (Comme pour les réels, on a aussi la propriété suivante) :

V(z1,22)€C2, 2120 =0 < 2z1=0 ou 29=0

2.3.3 Partie réelle et partie imaginaire.

Définition.

W(z,y) € R, Re(w + iy) = Im(z + iy) = y

Remarques :
- Les complexes de partie réelle nulle sont appelés imaginaires purs.

-Onnote: iR={z€C|Re(z)=0} (Pensemble des imaginaires purs).

Propriétés

Etant donné deux réels A et \’ et deux nombres complexes z et 2/,

Re(Az + N'2') = ARe(z) + N'Re(z2') Im(Az + N'2') = Alm(z) + N'Tm(z')

Généralisation.

Soient n un entier non nul et ay,as,...,a, n complexes et A, Aa,..., A, n réels.

Re <Z Ak%) = Z AxRe(a) et Im (Z )\kak> = Z A Im(ag)
k=1 k=1 k=1 k=1
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2.3.4 Conjugué.

Définition.

Soit z € C, on note z = = + 1y avec x,y deux réels,

on appelle conjugué de z le nombre complexe noté z et définie par: zZ =z —1iy

Propriétés :

Pour tous nombres complexes z et 2z’ , tout réel \ :

Az =)AZ z4+2 =z + 2 22 =z 2 Siz=#£0, (Z—):Zj Ynel, zzn=3z"
z z

Généralisation.

Soient m un entier non nul et ay,as,...,a, n complexes,

Propositions :

Pour tout nombre complexe z :

z+Z z—Z
I =
Re(z) 3 m(z) %
zER <= z=7Z z2€IR <= z+z2=0

2.3.5 Module.

Définition :

Le module du complexe z est le réel |z| = /2Z  ou encore pour (a,b) € R?  |a + ib| = va? + b2

Propriétés.
Pour tout nombres complexes z et 2z’ , tout réel X :
/ / 2| _ ¢ n n
[Az| = [A] ]2 |22'| = |2] 2] = VneZ, [2"=]
2| e
Propositions :
1 z
Pour tout nombre complexe z non nul : - = W
z z
Pour tout nombre complexe z : |z| = Re(z) <= z € Ry
Inégalités.
Pour tous nombres complexes z et 2’ :
[Re(2)| < 2| Im(2)| < |2] 2+ 2| < |2] + ] Izl =12l < |2 = 7]
Généralisation.
Soient n un entier non nul et ay, as,...,a, n nombres complexes,

n

< Z |a| et
k

n
D

k=1

n
[[a
k=1

n
=1 lax|
k=1

—
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2.3.6 Notation e®.

Définition :

Pour tout 6 € R, on note : et = cos(f) + i sin(0)

def
Propositions :
Pour tout (6, §') € R?,
‘6/]‘0‘ =1 5 829 X 829/ = 61(0 + 9/) 5 e. 7 = 67/(0 N ol) ) i = 6_19 = ele
el 10
Pour tout 0 € R, n € Z (ew)n — ¢i(nd)
Formules d’Euler.
0 —if 0 _ —if
Pour tout 6 € R, cos(f) = % ; sin(f) = ¢ 2,6
i
2.3.7 Ecriture exponentielle d’'un nombre complexe.
Définition :
Soit z un nombre complexe non nul, on appelle argument de z tout réel 0 tel que : 2z = |z|ei9

Propositions : Identification.

Si 61 et 6y appartiennent & [0; 27|, (ou & | — 3 7],)

1 et — ro el s rr=ry et 61 =20

Etant donné de réels strictement positifs r; et ro et deux réels 0, et 0o,

T16i91:T2€i92 — ri=1r9 et Jke€Z 6;=0,+2%kn

Proposition :

Soit z un nombre complexe non nul et y un argument de z,

I’ensemble des arguments de z est I’ensemble des réels de la forme : 6y + 2k avec k € Z.

Propriétés.

Quel que soient les nombres complexes non nuls z; et zs,
o arg(z122) = arg(z1) + arg(z2) [27]
. arg ) = arg(z1) — arg(z2) [27].
%)

. arg( 2] ) =n arg(z;) [27]

2.3.8 Exponentielle d’un nombre complexe.

Définition :

Soit z un nombre complexe de forme algébrique z = a + ib ,

eF = eaezb
def
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Théoréme :

V(z,2') € C?, eGt5) = eze?

Propositions :
Pour tout (z, 2') € C?,
e z=z' 1 z z z\n nz
;=€ —=e e* =e VneZ (e*)" =e
e* ez
"] = eRe® , arg (e®) = Im(z) (mod 2m)

2.4 Trindme a coefficients réels.
On appelle trinéme a coefficients réels toute application P de C dans C vérifiant :
J(a,b,c) ER* xRxR: VzeC, P(z)=az’+bz+c

2.4.1 Racines.

On note A = b% — 4ac (le discriminant du polynéme)

—b+ VA -b— VA
e Si A >0, letrindme possede exactement deux racines et elles sont réelles : 1 = ;_7 Ty = 55
a a

b
e Si A =0, le trinébme possede une unique racine réelle : zg = %
a

—b+iv—A —b—iv—A

e Si A <0, il possede exactement deux racines complexes conjuguées : w = +27 w= T on

a a

2.4.2 Forme factorisée et signe.

e Sib? —4dac>0, aX?+bX+c=a(X —z1)(X —x2).
le signe de P(z) celui de a a l'extérieur des racines et 'opposé entre les deux racines.

e Sib?—4dac=0, aX?+bX+c=a(X -z
le signe de P(z) est celui de a et s’annule en zg.

e Sib?—4dac<0, aX?+bX+c=a(X—-w)(X-)
Attention! cette derniére expression ne justifie pas le signe de P(x) sur R. (le signe de P(x) est celui de a)

2.4.3 Forme canonique et sommet.

Pour tout trindome aX? + bX + ¢, on peut trouver deux réels a et 3 tels que :  aX? +bX +c=a(X — a)2 + .

Le point de coordonnées («, 3) est le sommet de la parabole
2.4.4 Somme et produit des racines.
X2 —sX+p=(X-MNX—p) < Atp=s et Iu=p

aX?+bX +c=a (X —z1)(X —22) ouencore: aX?+bX+c=a(X?— (214 22)X + 2122)

b
aX?’+bX+c¢ = a X? — (—7) X + (E)
a a

somme des rac. produit des rac.

21



Trigonométrie.

3.1 Dans le triangle rectangle.

A

AB AC AC AB AC AB
cos(fB) = B0 sin(f8) = B0 cos(y) = BC sin(y) = BC tan(f) = 1B tan(y) = VTel
3.2 Dans le cercle trigonométrique.

tan(9)
M.
sin(f) f---mmmmmeeee :’/
1
0 1
0 cos(6) I

Remarque : Le cercle est de rayon 1, il est orienté dans le sens antihoraire, les points du cercle sont repérés par
leur abscisse curviligne (I'arc orienté TM), sur la figure cette abscisse vaut 6.

Définitions :

cos(f) et sin(f) sont les coordonnées du point M du cercle trigonométrique associé a 6.
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Propositions.

Vo eR, —-1<cos(d)<1 —1<sin(d) <1 cos?() + sin?(9) = 1

Définition :

sin(6)
cos(0)

VGER\{g+kw|keZ}, tan(8) =

Remarque : Différentes fagons de noter ’ensemble de définition de la fonction tangente :

77 T 7r
Dtan:R\{§+k7r|keZ} Din={z€R |VkeZ, x;«é§+/€7r} Din = }lm—i, k +
keZ
3.3 Périodicités.
Les fonctions ¢ — cos(t) et ¢+ sin(t) sont de période 2.
V0 € R, cos(0 + 2m) = cos(0) sin(f + 27) = sin(0)
La fonction ¢+ tan(t) est de période .
VO € Diyn, tan(f + ) = tan(f)
3.4 Symétries.
Avec les axes :
M(rr-6) sin@) | N , M®)
S §
T
0\ ;
0 ) cos()
M(TT+8) M(-0)
cos(—60) = cos(0) cos(m — @) = — cos(0) cos(m + 0) = — cos(0)
sin(—0) = —sin(0) sin(m —0) = sin(6) sin(m + 6) = —sin(0)
tan(—60) = — tan(6) tan(m — 0) = —tan(6) tan(m 4 0) = tan(6)

Remarque :

Les fonctions sinus et tangente sont impaires. La fonction cosinus est paire.
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.s

Avec la premiere bissectrice

M(Tr/2-8)

| N

cos(0

—~

1
tan(6

tan

cos(6)

’)

. (71'
sin | — —
2

sin(6)

')

(77
cos | = —
2

3.5 Valeurs remarquables.
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3.6 Formules.

Formule d’addition.

A savoir par coeur :

cos(a + ) = cos(a) cos(5) — sin(a) sin(p) sin(a + f) = sin(«) cos(8) + cos(a) sin(p)

On en déduit en remplagant g par —f :

cos(a — ) = cos(a) cos(B) + sin(«) sin(S) sin(a — ) = sin(«a) cos() — cos(a) sin(S)

On en déduit les formules suivantes : (en prenant o = = 0)
Formules de duplications.

cos(20) = cos?(0) — sin?(#) sin(26) = 2sin(0) cos(6)

On en déduit avec la relation cos?(#) + sin®(0) = 1

cos(20) = 2cos?(h) — 1 cos(20) = 1 — 2sin%(h)

3.7 Equations.

Théoréme.

Pour tout (,0) € R?,

cos(f) =cos(f') <= JkeZ: 60=0 +2kr ou 0=-—0+2kn
sin(f) =sin(0) < IkeZ: 0=0+2kr ou O=7m—0+2kr

Pour tout (6,6') € (Dian)?,

tan(f) = tan(0') < Ik e€Z: 0=0 +kn

Proposition.

Soit (x,y) € R?,
Si z2+y2=1,

a une unique solution.

cos(0) =
sin(6)
cos(f) =z

sin(f) =

alors le systéme d’équations d’inconnue 6 € [0; 27 , {

alors le systéme d’équations d’inconnue 6 €] — ;7] , { a une unique solution.

Proposition.

Quel que soit z € [-1,1],

T} tel que sin(f) = x

@ 11 existe un unique réel 6 appartenant a [—g; 5

@ 11 existe un unique réel 6 appartenant a [0; 7] tel que cos(f) = =

Quel que soit x € R,

T
® il existe un unique réel € appartenant a } —5; 5 [ tel que tan(f) = x
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3.8 Arcsinus, arccosinus et arctangente.

Définitions.

Soit x € [—1,1],
@® On appelle arcsinus de x 'unique réel 6 appartenant a [—g; g] tel que sin(f) = z

@ On appelle arccosinus de x 'unique réel 6 appartenant & [0; 7| tel que cos(f) = z

Soit © € R,
T

® On appelle arctangente de x 'unique réel 6 appartenant a }—g 5 [ tel que tan(f) = x

b

Remarques :

e Pour z un réel de [—1,1], l'arccosinus de z est 'arc de [0, 7] dont le cosinus vaut z.
e Pour z un réel de [—1,1], Parcsinus de z est arc de [—%, %] dont le sinus vaut z.

e Pour x un réel quelconque, ’arctangente de x est I'arc de ]fg, g[ dont la tangente vaut x.

3.9 Transformation d’une expression de la forme : a cos(x)+Db sin(x).

On cherche a transformer une expression de la forme a cos(z) 4 bsin(x) en une expression de la forme r cos(x — ¢)
a, b, x, r, p des réels avec (a,b) # (0,0).

En trois étapes :
©® On met en facteur vVa? + b2,

acos(e) + bsin(a) = Va2 (cose) s sinte) s

a

cos(p) = N7
. b
sin(p) = \/ﬁ
b

On peut trouver un tel ¢ car le point de coordonnées ( \/afﬁ ; W) est sur le cercle trigonométrique.

® On cherche ¢ tel que :

® onaalors: acos(z)+ bsin(z) = vVa? + b2 (cos(z) cos(p) + sin(z) sin(p))

acos(x) + bsin(z) = Va2 + b? cos(x — )

3.10 Linéarisation

Etant donnés deux entiers naturels m et n et un réel 0, linéariser cos™(6) sin™(#) c’est 'exprimer comme somme
de termes de la forme A cos(kf) ou Asin(k6) avec k € N et A € R.

it 4 o—ib 0 _ o—if
@ Remplacer cos(6) et sin(¢) par respectivement 3 et 5 (formules d’Euler).
i

@ Développer entiérement l’expression en nombre complexes (souvent en utilisant la formule du binome).

® Réutiliser les formules d’Euler pour revenir & des cosinus et des sinus (des nombres réels).
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Méthodes de calcul.

4.1 Sommes.

4.1.1 Définition.

Soient m et n deux entiers, et ay,...,ak,... des nombres complexes.

k=m k=m

plus simplement : quand n > m : ar = Qm+ -+ +an.
—_———

n—m-+1 termes

n m n+1 n
pour n < m, Zak:O, Zak:am et pour n > m Zak(Za
k=m

4.1.2 Des sommes a connaitre.

(mneN, meN, (m<n) et geC\{1})
n n m n+1 n
— +1
Zl:n—m—i—l qu:% k:%
k=m k=m q k=0
Zn:kQ _ nn+1)(2n+1) Zn:k3 _ n?(n +1)2
k=0 6 k=0 4

4.1.3 Formule de Bernoulli.

Soient n un entier naturel et (a,b) un couple de nombres complexes.

an+1 _ bn+1 — (a _ b) Zakbn—k
k=0

4.1.4 Linéarité.

Pour A un nombre complexe, (a,,) et (b,) deux suites de nombres complexes.

n

Z)\ak:/\Zak Z(ak+bk):Zak+Zbk
k=m k=m k=m k=m

k=m
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4.1.5 ”Relation de Chasles”.

Si nq, ny et ng sont trois entiers vérifiant n; < ny < ng, on a :

ns n2 ns na—1 ns
SucYar S e o = Taida
k=n1 k=n1 k=ns+1 k=n1 k=nso
4.1.6 Changement d’indice.
Translation ou décalage.

n n—1 n n—p n+p

2 k=D akt Doak= Y, ki Ya= Y a,

=1 k=0 k=m k=m—p k=m k=m+p

Symétrie ou lecture inverse.

n n
§ ap = § Ap—k
k=0 k=0

x>
HM:
oL
e
o
I
(]

Ap+1—k

=~
Il
—

n n
E ap = § Gp4p—k
k=p k=p

4.1.7 Sommes télescopiques.

Lorsque les aj peuvent s’écrire

n

> (uks1 — ug) = tng1 —

k=m

Ug41 — Uk OU Up — Upt1

n
U, § uk - uk+1 = Um — Up+1
k=m

4.1.8 Sommes et inégalités

Soient (ax) et (by) deux suites de nombres réels et n un entier naturel,
n

n
Si  pour tout k € [0;n] , ar < by alors Zak < Zbk
k=0 k=0

4.1.9 Séparation des termes d’indice pair et d’indice impair.

Soit (ay) une suite de nombre complexes,

L5
= Za2k+ Z A2k+1
k=0 k=0

n
D a
i=0

4.2 Produits, factorielles.

4.2.1 Définition.

Soient m et n deux entiers, et ag, - - - a,... des nombres complexes.

n m n+1 n
Vn < m, Hakzl, Hak:am et Yn>m Hak: Hak X Q41
k=m k=m k=m k=m

Autrement dit, quand n > m : X U,

Hak = Qm X -+
—_——

n—m-+1 facteurs
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4.2.2 Factorielle. notation n!

Définition.

n
On appelle factorielle d’un entier naturel n Uentier : H k , on le note n!.

k=1

ol=1 VneN, (n+1)!=nlx(n+1)
Autrement dit :

n! = I1x2x3x---x(n—1)xn

nXx(n—1)x---x2x1

produit de tous les entiers compris entre 1 et n

4.2.3 Produits a connaitre

Pour a € C et n, m deux entiers vérifiant 1 < m < n,

—
IS}
|
IS}
i
3
*
—
=l
I
s

4.2.4 Propriétés.

Soient m, n deux entiers tels que m < n, ag, -+ an... €t by, - - - b,... des suites de nombres complexes non nuls.

n n n n n n H Ak
H Aay = Anmmtl H ag H (akbk) = H ap X H b H Ok h=m
k=m k=m k=m k=m

k=m

et pour p un entier :

n p n
[Ta)] = [ak
k=m k=m

4.2.5 ”Relation de Chasles”.

Soient n1, no et ng sont trois entiers vérifiant n; < ny < ng et ag, - - - ax... des nombres complexes.

nsg n2 n3
Mo=Twx I
k=nq k=n4 k=ns+1

4.2.6 Changement d’indice.

Soient n, m et p sont trois entiers et ag, - - - ag... des nombres complexes.
Translation ou décalage.

n n—1 n n—p n n+p
Ho-Tlowr o= oo o= T o
k=1 k=0 k=m k=m—p k=m k=m+p

Symeétrie ou lecture inverse.

n n n n n n
Mee=Tles  Ha=Tlewns  [[oe=TLorrs
k=0 k=0 k=1 k=1 k=p k=p




4.2.7 Produits télescopiques.

Uk+1
Uk Uk41

Lorsque les aj; peuvent s’écrire et pour m < n

n n

H Uk4+1  Un+1 H U  Unm
Um

U U u
k=m K o WkH1 n+1

4.2.8 Produits et inégalités

Soient (ay) et (by) deux suites de nombres réels et n un entier,

Si  pour tout k € [0;n] , 0<ar <by alors 0<
k

ak<ku

0 k=0

n n

4.2.9 Exponentielle et logarithme.

Exponentielle d’'une somme :

Pour tout (a1, as,...,a,) € R™,
n n
exp (Z ak> = H exp(ar)
k=1 k=1
Logarithme népérien d’un produit :
Pour tout (a1, as,...,a,) € (Ri)n,
n n
In (H ak> = Zln(ak)
k=1 k=1

4.3 Coeflicients binomiaux.

4.3.1 Définition.

n
Soient n, p deux entiers relatifs, on définit < ) par :
p

. n n! . n
si 0<p<n : = — sinon, =0.
p) p(n—Dp) p

Remarques :

e On lit ”p parmi n”.

p . n . N
e Dans un schéma de Bernoulli de profondeur n : ( > est le nombre de chemins avec exactement p succes.

4.3.2 Formules.

Soient n, p deux entiers naturels ,

v ()=(n) @ ()-0)0n) @ Gn)-H0)
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4.3.3 Cas particuliers.

Pour tout n € N,

n —1 —1)(n—2
_1 n\ _4 n\_ noy_ n :n(n ) n :n(n )(n—2)
0 n 1 n—1 2 2 3 6
4.3.4 Avec la notation produit :
fact =
p racteurs
II -k - )
(n) _onn—=1)---(n—p+1) 5 (n) B n—k H(n—k—l—l)
- | B | - — B e
P p! P! P o Pk 5 k
4.3.5 Triangle de Pascal.
N‘0‘1‘2‘3‘4‘5‘6‘7‘8‘9‘10‘11‘12‘
0 1| oo o 0 0 0 0 0 o o] o] o
1 1|10 o 0 0 0 0 0 o o] o] o
2 1] 2|1 0 0 0 0 0 0 o 0o ]| o] o
3 1] 3] 3 1 0 0 0 0 0 o o] o] o
4 1| 4|6 | 4 1 0 0 0 0 o [ o0o]| o] o
5 1|5 |10 10 | 5 1 0 0 0 o o] o] o
6 16 | 15| 2 | 15 | 6 1 0 0 o 0o ]| o] o
7 1| 7 21| 3 | 3 | 21 7 1 0 o o] o] o
8 1| 8 | 28| 56 | 70 | 86 | 28 | 8 1 o |0 ]| o] o
9 1] 9 | 3| 84 | 126 | 126 | 84 | 36 | 9 1 | oflolo
10 1] 10| 45| 120 | 210 | 252 | 210 | 120 | 45 | 10 | 1 | 0 | 0
11 1| 11| 55| 165 | 330 | 462 | 462 | 330 | 165 | 55 | 11 | 1 | 0
12 1| 12| 66 | 220 | 495 | 792 | 924 | 792 | 495 | 220 | 66 | 12 | 1
4.3.6 Formule du binéme de Newton.
Soient n un entier naturel et (a,b) un couple de nombres complexes,
" (n
I kbn—k
@i = (k)
k=0
4.3.7 Sommes a connaitre.
(Exercices trés classiques.)
" (n " (n
__on * _1\k _
0 \VneN, Z(k)_z ® |VneN", Z<k>( ¥ =0
k=0 k=0
n n
n k n+1
® |VneN, k =n2" ! O | VY(n,p) e N? =
;;o <k> ) kz_;) p p+1

4.3.8 Formule de Vandermonde.

¥(a,b) € N?, ¥n €N, i(;)(nbl) = <azb

k=0
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4.4 Sommes doubles.

Dans ce paragraphe pour tout couple d’entiers (¢, j), a; ; désigne un nombre complexe.

4.4.1 Somme double rectangulaire.

On note E a;; la somme de tous les nombres a;; lorsque i vade 1 anet j de 1 a m.
1<i<n
1<j<m
n m m n
> a = | Da | =D D ay
1<ign =1 \J=1 j=1
1<j<m

On peut aussi noter :

Z a;j Ziiaij Zii%’

1<is5<n i=1 j=1 j=11i=1

4.4.2 Produits de deux sommes simples.

Dans le cas ol a;; = a;8;

Z a3 = (Z ai) Zﬁj = (Z ai) (Z@)
1<i<n i=1 j=1 i1 i1
1<jsm

Attention : Ne pas inventer de formule!!!
n
En général : Z (akbr) (Z ak> (Z )
k=1

4.4.3 Somme double triangulaire.

On note E a;; la somme de tous les a;; lorsque ¢ va de 1 a n et j de 1 & m avec la contrainte 7 < j
1<i<j<n

n J
E : Qij = E : E :aij :E E Qij
1<i<i<n i=1 \ j=i j=1

On peut aussi noter :

1<i<i<n i=1 j=i j=1i=1

On note E ai; la somme de tous les a;; lorsque 7 va de 1 & n et j de 1 & m avec la contrainte ¢ < j
1<i<j<n

n n n Jj—1
> ay=) > ag | = (D
1<i<j<n i=1 \ j=i+1 j=1 \i=1

Remarque : On peut aussi écrire :

n—1 n n j—1
> ay | =D (D ey
i=1 j=i+1 7j=2 \i=1

4.4.4 Linéarité.

A désigne un nombre complexe.

Z)\a”—/\ZaU Zam—l—b” Za”—&—me
(4,5)

(4,5) (1,5) (4,5) (4,5)
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Vocabulaire des applications.

5.1 Introduction.

’ Une application de E dans F' associe a tout élément de E un unique élément de F'.

Notations et définitions

e Pour z dans E, 'unique élément de F' lié & = est appelé image de x par f et on le note f(x).

Soit y € F, on appelle antécédent de y par f, tout élément x de E vérifiant : f(x) =y

e Les éléments de F' qui sont 'image d’un élément de E sont appelés valeurs de f.

On dit que 'application est définie sur F et a valeurs dans F'.

On note f(FE) ’ensemble des valeurs prises par f.
Autrement dit :  f(E)={f(z) |z € E} ouencore f(E)={yeF|JxzecE: y=f(x)}

E est 'ensemble de départ de f, ou encore son ensemble de définition.

F est ’ensemble d’arrivée de f, (cet ensemble contient 'ensemble des valeurs prises par f)

On note F¥ I'ensemble des applications de £ dans F.

Application identitée de E : On note Idg l'application £ — FE
T — T

e Une partie de E¥ X F' : une application peut étre assimilée a une partie G de E x F vérifiant :

Vee E,ye F:(z,y) €G

Egalité entre deux applications :

Deux applications f:FE — F et g:E — F’' sont égales si, et seulement si,

E=F | F=F e VzeE, f(z)=g(z)

Définition d’une fonction.

’ Une fonction de F dans I associe a certains éléments de E un unique élément de F.

Remarques : Pour f une fonction de F dans F'.

e Contrairement aux applications des éléments de E n’ont pas d’image par f.
e [’ensemble des éléments de £ qui ont une image par f est appelé domaine de définition de f.

e Une application de F dans I est une fonction de F dans F' définie sur F.
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Restriction et prolongement :

Soit f une application d’'un ensemble E dans un ensemble F'.
Pour A est une partie de £, (ACE)
on appelle restriction de f & A, notée f|,, application de A dans F, vérifiant : Vo € A,  f,(z) = f(z).

Pour B un ensemble contenant E, (E C B),

on appelle prolongement & B de f toute application g de B dans F vérifiant : Vo € E, f(x) = g(x)

Remarque :
g est un prolongement de f ssi f est une restriction de g.

Définition : Image directe d’une partie de E.

Soit A une partie de E, on note f(A) I'ensemble des images des éléments de A,
on dit que f(A) est 'image directe de A par f.
Autrement dit :  f(A) ={f(x) | r € A} ouencore f(A)={yeF|TxclA: y=/f(x)}

5.2 L’application composée.

FE, F et GG sont trois ensembles quelconques.

Définition

Soient f:E — F et g: F — G deux applications,
Papplication de E dans G qui & x associe g(f(x)) est appelée (application) composée de f par g.
On lanote: gof

Remarques :
eOna: gof:E — G
z— gof(x) (=g(f(x))

e [’ensemble de départ de g o f est celui de f et son ensemble d’arrivée est celui de g.

f g

F — F = G

v — flz) — g(f(z))

Proposition :

Etant données, f: E—F , g: F -G et h:G — H trois applications, on a :

Idpof=1f, foldp=f et ho(gof)=(hog)of

Attention : en général, go f # fog.
5.3 Injections, surjections.
Soient E et F' deux ensembles et f une application de F dans F.

5.3.1 Injection.

Définition :

Dire que f est une injection (ou est injective) signifie que :

Y(z1,220) € B, f(z1) = f(22) = 71 = 22

Remarque :

f est injective lorsque tout élément de I’ensemble d’arrivée possede au plus un antécédent par f.
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5.3.2 Surjection.

Définition :

Dire que f est une surjection (ou est surjective) signifie que :

YyeF, JzeFE: y=f(x)

Remarques :
e | est surjective lorsque tout élément de I’ensemble d’arrivée possede au moins un antécédent par f.

e Pour savoir si f est surjective on cherche a résoudre f(x) =y pour un y quelconque dans F'.

5.4 Bijection et application réciproque.

Définition : (bijection)

Soient E, F' deux ensembles et f une application de F dans F',
Dire que f est une bijection (ou est bijective) signifie que : Vy € F, 3z € E : y= f(x)

Remarque : f est bijective si, et seulement si, f est injective et surjective.

Définition : (application réciproque)

Soient E, F' deux ensembles et f une application de F dans F,
Lorsque f est une bijection :

on peut définir I'application de F' dans E qui a tout élément de F' associe son unique antécédent par f.

Cette application notée f~! est appelée réciproque de f.

Remarque :

quand f est une bijection, quel que soit y € F, on note f~(y) l'unique x de E vérifiant f(z) = y.

Propositions :

Si f est une bijection, alors :
® VY(z,y) €EXF,  y=f(z) = z=f"(y)
@ fofl=Idr f~tof=1Idg
®  f~! est une bijection de F dans F
@

l’application réciproque de f~! est alors égale a f : (f_l)f1 =f

Théoréme : (La composée de deux bijections est une bijection)

Si f:E—F et g:F — G sont deux bijections alors g o f est une bijection de E dans G et

I'application réciproque de go f est f~!'og~!l

(gof) ' =f"og™!

Théoréme

Une application f: F — F est une bijection si, et seulement si, il existe g: F — F
telle que
gof=1Idg et  fog=Idp

et alors g est la réciproque de f.
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Des propriétés spécifiques aux fonctions de R dans R :

Soient D; et Dy deux parties de R,

Si f réalise une bijection de D; dans D5 alors :
® C;-1 est la symétrique de Cy par la symétrie orthogonale d’axe A : y = .
@ Si f est impaire alors f~! est impaire.

® Si f est strictement croissante sur D; alors f~! est strictement croissante sur Ds.

O Si f est strictement décroissante sur D; alors f~! est strictement décroissante sur Ds.

Remarque :
f réalise une bijection de D, dans D, signifie que D1 — D5 est correctement définie et est bijective.
z — f(z)
y
Cpas
cy
g ///
(o) , -
~ f(@o) To

5.5 Fonctions indicatrices.

Définition :

Soient E un ensemble et A une partie de E,
On appelle fonction indicatrice de A,
lapplication de E dans {0,1} qui = associe 1 siz € A et 0 sinon.

Remarque : On la note : 14 (on trouve aussi la notation xa)

Propositions :

O Soit A une partie de F,
VYV € F, La(z)=1 <= € A

® Soit A une partie de FE,
ly=1-14

© Soient A et B deux parties de F,

lang =14 x1p
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Une autre notation.

Soit E un ensemble, et P(x) une proposition dépendant d’un élément x de E.
pour chaque élément x de E, P(x) peut étre ”Vraie” ou ”"Fausse”.
ennotant A={z € E | P(z) }

Pour tout z de F, on note :
1p) = La(x)

Remarque : Pour z un élément de E, 1p(,) vaut 1 si P(x) est vraie et 0 sinon.

Proposition : Fonctions indicatrices et dénombrement.

Soit F est un ensemble fini,

si A est une partie de F' alors card(A) = Z La(x)
zel

Proposition : Fonctions indicatrices et variables aléatoires.

Pour A un événement de l’espace probabilisé fini : (Q, Z(Q2),P),

14 est une variable aléatoire suivant une loi de Bernoulli de parametre P(A).

Remarque : E(14) =P(A4)
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Ensembles finis. Dénombrement.

6.1 Généralités

Définition :

Dire qu’un ensemble non vide E est fini
signifie qu’il existe un entier naturel n et une bijection de [1;n] dans E.

Ce nombre n est alors unique et est appelé cardinal de E.

Remarques :
e on note : card(E) ce nombre entier (ou encore #(FE)). (card(F) € N)

e F est fini lorsqu’on peut numéroter ses éléments avec un nombre limité de numéros.
Le cardinal de E est alors le nombre d’éléments de F.

e Un ensemble fini F de cardinal n peut s’écrire :
E={ey | ke{l,..,n}} avec:Vi#j, e; #e;

e & est un ensemble fini et card(@) =0

e Si a et b sont deux entiers relatifs vérifiant a < b, alors :

card (Ja;0]) =b—a+1

Proposition :

Soient E et F' deux ensembles finis,
FE et F ont le méme cardinal si, et seulement si, il existe une bijection entre E et F'.

6.2 Propriétés du cardinal.

Propositions : (parties d’un ensemble fini)

@ Toute partie d’un ensemble fini est un ensemble fini.
Soit F un ensemble fini et A et B deux parties de F,
@ Si AcC B alors card(A) < card(B)

® AC B et card(A) = card(B) si, et seulement si, A= B.

©) Si A et B sont deux parties disjointes de £ (ie: AN B = @), alors :

card(AU B) = card(A) + card(B)
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Remarques :

e Si un ensemble contient une partie infinie, il est lui aussi infini.
e Si A est une partie d’un ensemble fini E, alors card(A) = card(E) — card(A)
e card(B\ A) = card(B) — card(A N B)

Théoréme : (Réunion de parties deux & deuzx disjointes.)

Si (Ai)ie[[l,p}] est une famille de p parties deux & deux disjointes, alors

P P
card (U Ai> = Z card(4;)
i=1 i=1

Remarque :
P

® Si (4;),cq1,p) est une partition d’un ensemble B alors : card(B) = anrd(Ai)
i=1
Théoréme : (Réunion de deuz ou trois parties quelconques.)

e Si A et B sont deux parties de F, alors :
card(A U B) = card(A) + card(B) — card(AN B)
e Si A, B et C sont trois parties de F, alors :

card(AUBUC) = card(A) + card(B) + card(C)

—card(AN B) —card(BN C) — card(ANC) 4 card(AN BN C)

Théoréme : (produit cartésien)

Si A et B sont deux ensembles finis, alors A x B est fini et :

card(A x B) = card(A) card(B)

Proposition :

card(Ey x -+ x Ep) = card(E4) X --- x card(E})

Si (Ek)peqn p) est une famille de p ensembles finis, alors Ey X -+ x Ej, est fini et :

Proposition :

Soit p € N* et A un ensemble fini, ’ensemble AP est fini et :

card (AP) = (card(A))?

Remarque :
AP= A x---x A
N————’

n fois I’ensemble A

6.3 Dénombrement des ensembles classiques.

6.3.1 Ensemble des p-listes.

Définition :

On appelle p-listes d’un ensemble E, les éléments du produit cartésien EP.
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Notation : |Les listes sont notées : (zl, T, ey xp) , avec des parentheses!!!

On rappelle que : (T1, 22, ..y mp) = (27,25, ... 7)) = Vi€ [Ln], z;=ux]

Proposition :

Soit p € N* et F un ensemble fini de cardinal n,
le nombre de p-listes E est égale a : nP

Expérience classique qui améne des p-liste : (Situation de référence)
Dans un ensemble contenant n objets numérotés de 1 a n, on effectue p tirages successifs, avec remise. Les
résultats de ces tirages, rangés dans 'ordre d’apparition, constituent une p-liste.

’Le nombre de résultats différents de cette expérience est égale a nP

C’est le nombre de fagons de choisir successivement p objets parmi n, avec d’éventuelles répétitions.

6.3.2 Ensemble des p-listes sans répétition (arrangements).
Dire qu’une p-liste (21, 2, ..., x,) est sans répétition signifie que
V(i,j) € [L,p]?, i#j=wi#w;

Remarque : on parle aussi de p-arrangement.

Proposition :

Etant donné deux entiers n et p strictement positifs (p < n) et E un ensemble de cardinal n.
Le nombre de p-listes sans répétition d’éléments de F est égal a: n(n—1)---(n—p+1).

p facteurs

Remarques :
Si p > n, alors il n’y pas de p-listes sans répétition d’éléments de F.
n! e
———— ou encore (n—k)
(n—p)! ,};[()
Expérience classique qui améne des p-liste sans répétition : (Situation de référence)
Soit n et p deux entiers non nuls.
Dans un ensemble contenant n objets numérotés de 1 a n, on effectue p tirages successifs, sans remise. Les
résultats de ces tirages, rangés dans l'ordre d’apparition, constituent une p-listes sans répétition.

Le nombre de p-listes sans répétition de E est égal a :

Le nombre de résultats différents de cette expérience est égal a n(n —1)---(n —p+1)

p facteurs

C’est le nombre de fagons de choisir successivement p objets parmi n, sans répétition.

6.3.3 Nombre de permutations.

Définition

Soit E' un ensemble fini, une liste contenant exactement une fois chaque élément de E est
appelée une permutation de FE.

Proposition

’ Si card(E) =n le nombre de permutations de E est égal & : n! .

Remarques :
Le nombre d’ordres que ’on peut donner aux n éléments de E est égal a n!.

C’est le nombre de fagons de choisir successivement tous les objets d’un ensemble, sans répétition.
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6.3.4 Nombre de combinaisons d’un ensemble fini.

Définition :

Soit p un entier naturel,
une p-combinaison de E est un sous-ensemble (une partie) de E & p éléments.

Notations :
e On notera &, (E) 'ensemble des p-combinaisons de E.

Ace Z,)(E) < (ACE et card(4)=p)

e Une combinaison s’écrit {xl, T, ... ,xp} (des accolades!!) avec V(i,j) € [1,p]?, i#j=> z; # x;

Remarque : Contrairement aux listes si on change 'ordre des éléments cela ne change pas la combinaison.

Proposition :

Etant donné deux entiers n et p tels que p < n et E un ensemble de cardinal n.

1
Le nombre de p-combinaisons est égal & :  — nn—1)--(n—p+1) = (n)
b p

p facteurs

Remarque : avec une p-combinaison on peut construire p! listes sans répétition de p-éléments de E.

Expérience classique qui améne des p-combinaisons : (Situation de référence)

Soit n et p deux entiers non nuls.

Dans un ensemble contenant n objets numérotés de 1 a n, on effectue un tirage simultané de p objets.
Chaque résultat de ce tirage est une combinaison de p objets de ’ensemble.

n
Le nombre de résultats différents de cette expérience est égal a : ( )
p

6.3.5 Nombre de parties d’'un ensemble fini.

Proposition :

Soit E un ensemble fini & n éléments, 'ensemble Z?(E) des parties de E est fini et :

card (Z(E)) = 2"

6.4 Nombre d’anagrammes. (Complément)

Théoréme des anagrammes.

Soit un "mot” M formé de p lettres distinctes Ai, Ao, - -+ A,, la lettre Ay apparait ny fois, ... , la
lettre A, apparait n, fois.

La longueur de M vaut N =n; +ng + - + nyp.

Le nombre d’anagrammes de ce mot est égal a :

N!
nylng! - ny!

N N —ny N —ny —no Np—1 +np
n1 2 n3 Np—1

ou encore
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6.5 Applications et cardinal. (outil 5)

6.5.1 Nombre d’applications entre deux ensembles finis.

Soit E de cardinal p et F' de cardinal n, définir une application f de F dans F revient a donner la liste
(fex), f(e2),..., f(ep)) des images des p éléments de E par f, pour chacun d’eux il y a n choix possibles.

’Le nombre d’applications de E dans F' est donc égal a nP ‘

6.5.2 Nombre d’injections entre deux ensembles finis.

Soit E de cardinal p et F' de cardinal n, définir une injection f de E dans F revient a donner la liste sans répétition
(fex), f(e2),..., f(ep)) des images des p éléments de E par f; pour 'image de e; il y a n choix possibles, puis
pour 'image de eq, il y a (n — 1) choix possibles, ...

Le nombre d’injections de E dans F est donc égal a: n(n—1)---(n —p+1).

p facteurs

6.5.3 Nombre de bijections entre deux ensembles finis.

Soit E de cardinal n et F' de cardinal n, définir une bijection f de E dans F' revient a donner la liste sans répétition
(f(e1), f(e2),..., f(en)) des images des n éléments de E par f; pour l'image de e; il y a n choix possibles, puis
pour l'image de eq, il y a (n — 1) choix possibles, ...

’ Le nombre de bijections de E dans F' est donc égal a : n!.

6.5.4 Conditions suffisantes sur les cardinaux.

Proposition :

Soit E et F' deux ensembles finis,
S’il existe une injection de F dans F alors card(E) < card(F)
S’il existe une surjection de E dans F' alors card(E) > card(F)
S’il existe une bijection de F dans F alors card(E) = card(F')

6.5.5 Injections et ensembles finis.

Propositions :

Soit E et F' deux ensembles quelconques,
En supposant qu’il existe une injection de E dans F :
e F est fini si, et seulement si, f(F) est fini (et alors card (f(E)) = card(FE) )
e Si F' est fini alors F est fini et card(E) < card(F)
e Si F est infini alors F est infini.
Soit E et F' deux ensembles finis,

e S’il existe une injection de E dans F' et une injection de F dans E
alors card(E) = card(F)

6.5.6 Application entre deux ensembles de méme cardinal.

Propositions :

Soit f:E — F avec E et F deux ensembles finis tels que card(E) = card(F)

f est injective  si, et seulement si, f est bijective.

f est surjective si, et seulement si, f est bijective.
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6.6 Somme sur un ensemble fini.

Définition, notation :

Soient E un ensemble fini, tel que E = {ey, ez, - , e, } avec card(E) = n
et f une application de E dans F' avec F' un ensemble muni d’une somme.

On note : Z flz) = Z f(es)

zeER

Propositions :

Soit E un ensemble fini,

0 Si Ay, Ay, ..., A, forment une partition de E alors :
P
RIOEDS ( > f(@)
2€E k=1 \z€Ay

@ Si 0 est une bijection de F dans FE,
> f@) =) flo(@)
zelR z€E
On ne change pas la somme si on modifie lordre dans lequel on fait la somme.
(3] card(F) = Z 1 et pour A € R, Z A= Acard(E)

zel zel
® Soit A une partie de F,

card(A) = Z La(x)

zeE
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