Généralités

1.1 Majoration, minoration.

Définition :
Soient f une fonction & valeurs dans R et E une partie de Dy (E C Dy ),
Dire que f est majorée sur E signifie que : IM eR: Vx € E, f(x) < M.

On définit de méme : f est minorée ou bornée sur E.

1.2 Maximum d’une fonction a valeurs réelles.

Définition : (mazimum global)

Soient f une fonction définie sur D et M un réel
Dire que M est le maximum de f sur D signifie que :
M est un majorant de f et il existe xg € D tel que M = f(xq)

On note : max (f(2)).

On définit de méme le minimum d’une fonction sur un ensemble D.

Définition : (mazimum local)

Soient f une fonction et M un réel
Dire que M est un maximum local de f signifie que :
Il existe zg € Dy et € > 0 tels que M = f(xg) et M est le maximum de f sur Dy N [zg — €, 20 + €]

On définit de méme un minimum local d’une fonction.

1.3 Sens de variations.

Définition :

Soit f une fonction définie sur D,
Dire que f est croissante sur D signifie que : ¥(a,b) € D?, a < b= f(a) < f(b)
Dire que f est strictement croissante sur D signifie que : V(a,b) € D?, a < b= f(a) < f(b)

On définit de méme décroissante et strictement décroissante.

Théoréeme : (Propriétés des fonctions strictement monotones)

Si f est strictement croissante sur D alors ® V(a,b) € D? a=b < f(a)= f(b)
V(a,b) € D?, a<b < f(a) < f(b)
V(a,b) € D?, a<b < f(a) < f(b)

V(a,b) € D?, a=b < f(a) = f(b)
V(a,b) € D?, a<b <= f(a)> f(b)
V(a,b) € D?, a<b < f(a) > f(b)

Si f est strictement décroissante sur D alors
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Limite d’une fonction.

2.1 Limite réelle en ry ou en cc.

2.1.1 En —oco ou +

Définition :

Soient ¢ un réel et f une fonction définie au voisinage de +oc.

Dire que f tend vers £ en 400 signifie que :

VeeRY, JA€R:Vz €Dy, 2> A= |f(z) - <e¢

On montre I"unicité d’un tel ¢ (lorsqu’il existe) et on note :

IBIEOO flz)=1¢ ou Eroréf =/ ou encore f(x) zjm Y

Définition :

Soient ¢ un réel et f une fonction définie au voisinage de —oo.

Dire que f tend vers £ en —oo signifie que

VeeRY, JA€R:Vz € Dy, < A= |f(z) - <¢

On montre I'unicité d’un tel ¢ (lorsqu’il existe) et on note :

lim f(z)=1¢ ou limf=¢ ou encore flx) — ¢
T——00 -

2.1.2 En zg

Soient £ et xy deux nombres réels, et f une fonction définie au voisinage de zg.

Dire que f tend vers £ en xq signifie que :

Ve e RY, I eR Vo e Dy, |z—ao|<n=|f(z) -4 <e

On montre I'unicité d’un tel ¢ (lorsqu’il existe) et on note :

Jim fx)=¢ ou limf=/¢ ouencore  f(x) ot

Définition :

Dire que f est continue en x( signifie que :  f est définie en zg et que lim f(z) = f(xo) .
Tr—x0

Autrement dit : Ve € RY, In € RY : Vo € Dy, |z —mo| <= |f(z) — fzo| <&



2.2 Limite infinie

Définitions :

Soit f une définie au voisinage de xo,

Ecrire : lim f(z) = +oo signifie que : VA € R,;3n € Ri :Vx € Dy,
T—T0o

Ecrire : lgn f(x) = —oco signifie que : VA € R, 3In € Ri :Vx € Dy,
x o

Soit f une définie au voisinage de 400,

Ecrire : lirf f(x) = 400 signifie que : VA € R,
T—r+00

Ecrire : liI_’I_l f(z) = —oo signifie que : VA € R,

Soit f une définie au voisinage de —oo,
Ecrire : lim f(z) = 400 signifie que : VA € R,
T——00

Ecrire : lim f(z) = —oo signifie que : VA € R,
T——00

dB e R:Vz € Dy,
dB e R:Vzx € Dy,

dB €R:Vz € Dy,
dB e R:Vx € Dy,

2.3 Limites et inégalités.

2.3.1 Lorsqu’on sait que les fonctions ont des limites réelles.

Théoréeme :
Soient f et g deux fonctions définies au voisinage de «,
OSi limf=1¢ et si £>0 alors au voisinage de «, f(z) > 0.
«
O Si [ et g admettent une limite réelle en o et si lim f <limg
alors  au voisinage de «, f(z) < g(z).
Théoreme :
au voisinage de o, f(x) >0
QO Si alors ¢ >0.
et lim f(z) =1/
r—a
f(x) < g(z) au voisinage de a,
® Si alors ¢/
lim f(z) = £ et lim g(z) = ¢
r—« r—«

2.3.2 Théorémes de comparaison.

Théoréemes :
au voisinage de a , f(z) < g(x
D Si| ot lim f(xg) - 100 f(@) < 9(@) alors }%g(m) existe et vaut +o0.
Tr—«
au voisinage de « , g(z) < f(z
@St ot 1im f(xg) - o 9(@) < f(a) alors ”ngr(llg(ac) existe et vaut —oo.
Tr—«
| au voisinage de « , g(z) < f(x) < h(x) . .
® Si lim g(z) = ¢ et lim h(z) = ¢ alors }E)I(ll f(x) existe et vaut £.
T—a T—a
Corollaires :

au voisinage de « , |f(z) — ¢| < g(z)

@St ot tim g(z) =0
rT—rx

T—

au voisinage de «, f(x) = g(z) X h(z)
lim g(z) =0
T—

et au voisinage de «a, h est bornée.

@ Si

T—x

alors lim f(x) existe et vaut .

alors lim f(z) existe et vaut 0.




2.4 Opérations et limites

£ et ¢ désignent deux réels, « désigne soit un réel xq , soit +oo, soit —oo.

2.4.1 Limite de la somme de deux fonctions : [ + ¢

lim g(z|
I—rc

Jim f(z)

ya

—+o0

— 00

2.4.2 Limite du produit de deux fonctions : (f x g)

lim f(z

Tr—ra
L <0 +o00 —o0 0
lim g(x)

T— o

¢ >0

+oo

2.4.3 Limite du quotient de deux fonctions : (g)

lim f(z
T—o

<0 +o0 —o0 0
lim g(x)

T

¢ >0

+oo

— 00

ot

2.4.4 Limites et composées.

Théoreme : (Composée de deuz fonctions.)

Soit f et g deux fonctions telles que f est définie au voisinage de o, g de B et go f de «,

lim f(z) = 8
T

Si et alors  lim g(f(x)) =7
lim g(y) = e
y—B




Théoreme : (Composée d’une suite et d’une fonction.)

Soit f une fonction définie au voisinage de « et (u,,) une suite & valeurs dans Dy.

lim u, =«
n—-+oo

Si et alors la suite ( f (un)) tend vers 8 quand n tend vers +oo.

lim f(x) = 8

r—«

2.5 Echelle de comparaison. (Croissances comparées)

Proposition.

Pour a €]0; +00[, (a un réel strictement positif)

@ 1
lim = =0 m 2@ _
z—+00 eT rz—+oco @

Remarques :
O On peut ajouter lir% (z%In(z)) =0
T—r

® On se réfere toujours a une de ces limites pour justifier une ”croissance comparée”.

2.6 Théoréme de limite monotone.

Théoréme :

Soit f une fonction, « et 8 désignent des réels, +0o0 ou —oo
Si f est monotone sur l'intervalle ] Q; ﬂ[

alors f admet une limite (réelle ou infinie) & droite en « et & gauche en S.

Démonstration. (Conséquence du théoréme de la borne supérieure)

Corollaire :

Si f est croissante sur un intervalle sur un intervalle ouvert I
alors f possede une limite réelle en tout point de I a gauche et a droite.

En situation :
e si f est croissante sur Ja, +00o[ et si f est minorée alors f admet une limite réelle en a.
e si f est croissante sur |a,+oo[ alors f admet une limite & droite en a, une limite réelle ou +oo.
e si f est décroissante sur ]a, b[ et si f est majorée alors f admet une limite réelle & droite en a.

e si f est décroissante sur Ja, b[ alors f admet & gauche en b une limite réelle ou —oo .
e si f est décroissante sur R et si f est minorée alors f admet une limite réelle en +oco.

e si f est décroissante sur R alors f admet une limite en —oo, une limite réelle ou +oo

Remarques :
e Si f est croissante sur [a, b] alors f n’a pas nécessairement une limite en b,
en revanche elle a une limite a gauche en b.
Prendre par exemple la fonction partie entiére sur [0,1].
e On utilise souvent ce théoréme en construisant un tableau de variations.

Corollaire :

Soit f une fonction, « et B désignent des réels, +0o0 ou —oo

Si f est croissante sur l'intervalle ] a; ﬁ[ alors on a les équivalences suivante :
O f admet une limite réelle a gauche en [ si, et seulement si, f est majorée.

® [ admet une limite réelle & droite en « si, et seulement si, f est minorée.




Continuité sur un intervalle.

Les fonctions f, g, .. sont a valeurs dans R et sont chacunes définies sur une partie de R : Dy, Dy, ...

3.1 Généralités.

Définition :

Soit D C Dy tel que f est définie au voisinage de tout z de D.

Dire que f est continue sur D signifie que : f est continue en tout xg de D.

3.2 Opérations et continuité.

Théoréme :

Si f et g sont continues sur D alors f+g¢g , f xg sont continues sur D.

si de plus g ne s’annule pas sur D alors i est continue sur D.
g

Théoréme :

Soient I, J deux intervalles, f : Dy =+ R et g : Dy — R deux fonctions,

@ f est continue sur [
Si ¢ @ g est continue sur J alors go f est continue sur I.
®veel, flx)ed

3.3 Théoreme des valeurs intermédiaires.

Théoréme :

Version 1 : Si f est continue sur un intervalle I et a et b sont deux éléments de I,

alors pour tout réel A compris entre f(a) et f(b), 'équation f(z) = A admet au moins une solution dans [a, b].

Version 2 : Soit I une partie de R, a et b deux éléments de I et f une fonction défiie sur I.
@ f est continue sur [
Si ¢ @ I est un intervalle alors il existe (au moins) un réel c € I tel que f(c) =0.
® fla)<0 et f(b=>0

Version 3 : Si I est un intervalle et f est une fonction continue sur I, alors f(I) est un intervalle.

L’image continue d’un intervalle est un intervalle.




3.4 Théoreme de la bijection.

Théoréme :

Soient I une partie de R et f une fonction définie sur I,

O f(I) est un intervalle

Si (@ [ est continue sur I O f réalise une bijection de I dans f(I)

@ I est un intervalle
alors {
® f est strictement monotone sur [

Ce théoréme est rarement utilisé tel quel, mais il en découle toutes les versions utilisées :

Théoréme de la bijection (avec toutes les situations possibles) :

Si f est continue et strictement croissante sur l'intervalle [a, b],
alors f réalise une bijection de [a,b] dans [f(a), f(b)]

Si f est continue et strictement décroissante sur U'intervalle [a, b],
alors f réalise une bijection de [a,b] dans [f(b), f(a)]

Si f est continue et strictement croissante sur l'intervalle Ja, 5],
alors f réalise une bijection de |a, 8] dans |lim f, lign fl
«

Si f est continue et strictement décroissante sur l'intervalle |« 5],
alors f réalise une bijection de |a, B[ dans | lién £ lim f[
«@

Propositions ( Versions utilisées en pratique) :

Si f est continue et strictement croissante sur l'intervalle [a, b],

alors Vk € [f(a), f(b)], T € [a,b]: fla) =k
Si f est continue et strictement décroissante sur I'intervalle [a, b],

alors Vk € [f(b), f(a)], o € [a,b]: fla) =k
Si f est continue et strictement croissante sur I'intervalle |a, §],

alors Vk €]lim f, li/'gn fl, Fa € [a,b] = fla) =k

Théoréme :

Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I,
onnote:g: I — f(I) et g~! sa bijection réciproque.
z— f(x)
e g ! est une bijection de f(I) dans I.
e g !est continue. (La réciproque d’une bijection continue est continue)

. g*1 est strictement monotone et de méme monotonie que g.

1

Remarque : Il est simple de construire le tableau de variation de ¢g~*, connaissant celui de g.

3.5 Image continue d’un segment.

Théoréme :

‘ L’image directe d’un segment par une fonction continue est segment. ‘

Remarques :
e Si f est continue sur le segment [a,b] alors il existe (21, 22) € [a,b]? : tel que f([a,b]) = [f(z1), f(22)].

e Si f est continue sur le segment [a,b] alors elle est bornée sur [a, b] et atteint ses bornes (sup et inf).



Dérivation.

4.1 Définition

Définition :

Soit f: D =R, x¢€ D, (f est définie en x)
f(@) — f(@o)

Dire que f est dérivable en x signifie que P
— Zo

admet une limite réelle quand x tend vers xg.

Cette limite s’appelle alors le nombre dérivé de f en z.

4.2 Continuité et dérivabilité.

‘ Si f est dérivable en zy alors f est continue en zg.

4.3 Tangente a une courbe.

Définition.

Lorsque f dérivable en x.
La droite passant par A(xg, f(zo)) et de coeflicient directeur f’(xo) est appelée tangente a la
courbe d’équation y = f(z).

C’est la position limite de la corde passant par les points de coordonnées (zo, f(zo)) et (zo + h, f(xo + h))

Ty, 2y = f'(z0)(x — z0) + f(20)

F@o)p=mmmmmmm e f

Proposition.

L’équation de la tangente & Cy en A(xg, f(xo)) est :

y = f'(z0)(x —x0) + f(20)




4.4 Dérivée des fonctions usuelles.

Fonction dérivée

z+— " (n e Z\ {0})

x — na”1

z— 2% (¢ e R\ Z) T — a1

x+—>a® z — In(a)a®
1
T — \Jx Tr—r —=
2vx
T — e’ T — e
Vx
T /T Tr+—
nx

4.5 Opérations et dérivation.

Théoréme :

Fonction dérivée

1

x +— In(x) T — -
x — sin(z) x — cos(x)

x — cos(x)

x — —sin(x)

x — tan(z)

x> 1+ tan?(z)

— tan(2) :
x an(z
cos?(z)
1
—— arct —
x arctan(x) x T

Si f et g sont dérivables sur [ alors :

Si, de plus, g ne s’annule pas sur [ alors :

g

1
(3} i et 5 sont dérivables sur I et Va € I,

Soient «, # deux réels et f, g deux fonctions définies sur un intervalle I,

O of + g est dérivable sur I et Vo € I, (af + Bg) (x) = a f'(z) + S ¢ (x).

O fgestdérivablesur I et Ve eI, (fg)(z) = f'(x)g(z)+ f(z)d'(x).

4.6 Composée et fonctions dérivables.

Théoréme :

f est dérivable sur I,

Si ¢ g est dérivable sur J, alors et

etVeel, f(x)eld

Soient I et J deux intervalles, f: Dy =R et g: Dy = R,
go f est dérivable sur

Ve €1, (go f)(x) = f'(z) x ¢'(f(2))

4.7 Dérivée de la réciproque.

Théoréme :

ler cas : Si f est dérivable en zq et /() # 0 alors

2&me cas : Si f est dérivable en xg et f/(z9) = 0 alors

£~ est dérivable en yq et

Soient f une bijection continue et strictement monotone de I dans f(I), z¢o € I et yo = f(zo).

(f_l)/(yo) =

f~! n’est pas dérivable en 3y et Cy-1 admet une tangente verticale au point d’abscisse g.

1

i

.’L‘o)




Corollaire :

Soit f une bijection continue et strictement monotone de I sur f(I),

Si f est dérivable sur I et si f’ ne s’annule pas sur I alors f~! est dérivable sur f(I) et :

1

Ve e f(I), (F71) (@)= (@)

4.8 Dérivée d’ordre supérieur.

4.8.1 Définition de la dérivée n iéme .

Définition : (fonctions n fois dérivables)

Soit f une fonction définie sur un intervalle I. (on note f = f(©)
Dire que : f est (au moins) n fois dérivable sur I,

signifie que : successivement pour tout k& compris entre 1 et n,

f=1) est dérivable sur I et on note f*) sa dérivée.

4.8.2 Fonctions de classe C" .

Définitions :

Soit f une fonction définie sur un intervalle I,

Dire qu’une fonction f est de classe C* sur I signifie qu'elle est n fois dérivable et que f(™est continue sur I.
Dire que f est indéfiniment dérivable sur [ signifie que pour tout entier naturel n, la fonction f est n fois dérivable
sur I (on dit alors que f est de classe C* sur I).

4.8.3 Dérivées successives et opérations.

Théorémes :

Soient f et g deux fonctions de I dans R et «, f deux réels.
@®Si fecC*(I)etgeC™(I) alors af +8g et fg sont de classe C" sur I.

1
@Si felC™(I)etgeC™(I)etsignes’annule pas sur I alors 7 et g sont de classe C" sur I.

®Si fecC"(I),gecC™(J)etsi f(I)=J alors gofelC™(I)

On peut énoncer les mémes théoremes en remplagant tous les C™ par des C™.

Théoréme :

Soient f et g deux fonctions de I dans R et «,f deux réels.
Si fetg sontn fois dérivables sur I alors af+3g est n fois dérivablesur I et (af+pBg)™ = af™4pg™

4.9 Extremum local d’une fonction dérivable.

Théoréme : (condition d’existence d’un extremum local sur un ouvert)

Soient I un intervalle de R , @ un élément de I qui n’est pas une borne de I et f une fonction de I dans R.
S { f est dérivable en a

1Y —
f admet un extremum local en a alors  f'(a) =0

10



4.10 Théoreme de Rolle.

Théoréme :

Soient a et b deux réels vérifiant a < b et f une fonction de [a,b] dans R.

f est continue sur [a, b
Si f est dérivable sur |a,b]  alors Jec €la,b[:  f'(c) =0
fla) = f(b)

4.11 Théoreme des accroissements finis.

Théoréme :

Soit a et b deux réels tels que a < b,

f(0) = f(a)

Si { J est continue sur [a, alors il existe c¢ €|a,b] tel que f'(c) = A

f est dérivable sur Ja, b|

Théoréme : (Plusicurs versions du méme théoréme)

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I,
@® Siaetbsont deux éléments de I , alors il existe ¢ € I tel que f(b) — f(a) = f'(c)(b— a).

@ Sia et bsont deux éléments de I , alors il existe ¢ € I tel que |f(b) — f(a)| = |f'(¢)] X |b— al.

4.12 Dérivée et sens de variations.

Théoréme :

Soient I un intervalle de R et f : I — R dérivable sur I,
Ovrcl, [f(x)>0 si, et seulement si, f est croissante sur I.
@vrcl, [f(x)<0 si,etseulement si, f est décroissante sur I.
®vxrcl, [f(x)=0 @si, et seulement si, f est constante sur I.

Attention : Ces théorémes sont faux lorsque I n’est pas un intervalle.

Théoréme :

f est continue sur l'intervalle [a, b]
O Si f est dérivable sur }a, b[ alors f est strictement croissante sur [a, b].
Vi € }a,b[, f'(x) >0

® Si f est dérivable sur I'intervalle I
Ve €I, f/(x) >0 sauf en un nombre fini de points.

alors f est strictement croissante sur I.

On peut énoncer des théorémes du méme type pour les fonctions strictement décroissantes.

11
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