BCPST 24

’Correction du devoir surveillé du 7 septembre 2024

Exercice O

1) Soit p € [0, 1],

donc | pour tout p € [0,1], p(1 —p) <

NG

2) f:x > cos"t(z) est dérivable sur R, (f = u™*' avec u dérivable sur R donc f' = (n + 1)u/u")

Vz € R, f'(z) = —(n+1)sin(x) cos" (z)]

Exercice 1

u ’U./’L)—UU/

1) La fonction f est dérivable sur [1;+oo[ ,(f = % avec u et v dérivables, f' = %=4%)

Pour z € [1; 400],

(In(z) + 1)(z + 1) — zln(x)
(z+1)?
In(z) +x+1
(x+1)2
> 0 (carx > 1)

En remarquant que f(z) =

o In(z), on obtient CEgrfoof(ac) = 400

et ainsi :

f /////////

0

2) (J’ai cherché la rédaction qui évitera les erreurs).
Soit n € N*,
f est continue et strictement croissante sur 'intervalle [1, +oo[ donc (Théoreme de la bijection)

© J (1,o0]) = | (1), tim_f(o)| = s +oc]
O | est bijective de [1, +oo[ dans [0; +00]

or n € [0;+o0[ donc (définition d’une bijection) ,

il existe un unique « € [1,4+o00[ tel que f(z) =n

Autrement dit : ’ pour tout n € N*, Péquation f(x) = n admet une unique solution sur [1, 400 | ‘
3) D’une part e™ € [1;+o0[ et f(e") = ne’ =n X < donc  f(e™) <n
' e"+1 e +1 ’
D’autre part par définition de a,, o, € [1;4+00] et f(a,) = n.

ona f(e") < f(an) et comme de plus f est strictement croissante sur [1;+oco[ on en déduit bien

’ pour tout n € N*, ¢« > 6"‘
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. n n
on en déduit que pour tout n € N*, 0 < P~ < on
n

. ”, . n z \
or (croissances comparées) hr_~r_1 — = 0 donc (théoréme des gendarmes) :
n—+o0o e

4) Raisonnons par équivalence pour un n € N,

(a77% o n
eTZBan s ln(an)fn:afn
= apln(a,) —na,=n
oy In(ay,) _
14+ ap,
— flan)=n

or on sait que f(ay) =n donc

(e 7% Lo
pour tout n € N*, — =ean
e

. n . a’l’L n an .
5) lim — =0 et lim — =ean donc —r =1. Autrement dit |a,; ~ "
n—+00 n—4oo e e n—-4o0o
Exercice 2
1
1) a) Pour tout n € N*, S, 41 — 5, = P i 0 donc [ (S,) est strictement croissante.
n

b) i. Soit n € N,

Dn+1 - Dn - 52n+2 - SnJrl - S?n + Sn
- 52n+2 - SZn - (Sn+1 - Sn)
1 1 1
= + —
2n+1 2n+2 n+1
R 1
C 2n+1 2n+42
1

2n+1)(2n+2)

donc | (D,,) est croissante

1 1
ii. (D) est croissante et D =1+ 5~ 1= 5> 0 donc [(D,,) ne converge pas vers 0|

N =

En effet, sachant que pour tout n, D, > D1, si (Dy) convergeait vers 0, alors on aurait : 0 >

c¢) Si (Sy,) convergeait alors la suite (D,,) = (Sa, — Sp,) convergerait vers 0,
or on vient de voir que (D,,) ne converge pas vers 0 donc (S,,) ne converge pas,

or (S,) est croissante donc [(S,,) diverge vers +oo |

2) a) (S,) diverge vers +co donc VAEeR,INeN:Vn>=N, S,>A

En particulier ’ il existe un entier n pour lequel S,, > 10 ‘

b) n=1
s =1
while s < 10:
n+=1
u += 1/n
print(n)



3) a) Soit n € N*,

2n
-1 k+1
A2n = ( )
k
k=1
S g
P 2k —1 P 2k
n 1 n 1 n 1 n 1
= D1t lm lm
k=1 k=1 k=1 k=1
2n n
1 1
SR
k=1 k=1
= SZn - Sn

’ Pour tout n € N*, Ay, = D,

b) pour tout entier naturel n,

Dn = S2n - Sn
B 2n 1 n 1
o k k
k=1 k=1
B 2n 1
N k
k=n-+1
-y
—n+t k
"1
D, =
—n+ k
n 1
D, =
' ; n+k
oy
n k=114 ﬁ
n
1 & k
= Zf() avec f 1o +— ——
n n z+1
k=1
1
t)dt
o /O J®)
Lo
or ——dt = 1n(2) donc
o t+1
| (D,,) converge vers In(2) |
¢) Pour tout n € N*, Ay, = D, et lim D, =In(2) donc lim As, =In(2)
n—-+oo n—-+oo

de plus pour n € N, Ag,i1 = Ao + donc lim As,41 =1n(2)
n—+oo

1
2n+1
ce qui permet d’affirmer que (théoréme des suites extraites) :

| (A,) converge vers In(2) |




6
Bs = Y o
k=1

= Uy + ug + ug + usz + ug + usg

IR N U S
T 2 473 6 8

7
Bs = o5
b)
1 1 I 1 1 1 1
2k -1 4k—2 4k  2k—1 22k—1 4k
_ (4 1 1 1
N 2)2k—1 4k
. 1 1 11 1 1
Pour tout b €1 %1%2%2(%1%)

c) Soit n € N*,

NE

(u0(3k72) + Us(3k—1) + ua(Sk))

3n
Z Uo(k) =
k=1

x>
Il
_

I
M=

(uok—1 + Uag—2 + Uag)

b
Il
—

Il
[~]=
N
)

=

| -
—_

B

e

| —_
o

sl
~__—

>
Il
—

(question 3) c.

Il

N |
[~]=
/N
)

Bl
|-
—_

|

)
??'"_‘
~_—

k=1
1 & (_1)k+1
2=k
3n 1 2n
;uam =5 kz:l“’“

d) Sachant que la série (A4, ) converge vers In(2), la relation précédente permet d’affirmer que (Bs,,) converge

In(2
vers n2( ) on a, de plus, les relations :
B = Bs, + B =B 1
3n+1 — D3n m+ 1 3n+2 — D3n+1 dn + 2
. . In(2)
qui montrent que (Bsz,+1) et (Bs,42) convergent aussi vers
En conclusion :
In(2)

La suite (B,,) converge vers

5) En étudiant (A,) on somme les éléments de U dans un certain ordre et on trouve une limite égale a In(2).
In(2)
2

En étudiant (B,,) on somme les éléments de U dans un certain ordre et on trouve une limite égale a

On trouve deux résultats différents, il semble difficile de parler de la somme des éléments de U.

Pour aller plus loin (mais pas si loin du programme de BCPST) : "Théoréme de réarrangement de Riemann"
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Exercice 3

Partie 1.
1) e On note g la fonction z — = — In(1 + z),
1 x
- . . M) =1 — —
g est dérivable sur [0;+oo[ et Vo € [0;+00[, ¢'(z) =1 71427

donc g est croissante ce qui avec g(0) = 0 permet d’affirmer que Vz € [0; +00[, ¢g(z) = 0.
In(

ce qui entraine bien : ’Vm >0, In(l+z)< sc‘

2
oOnnoteicig:len(l—I—m)—&—%—x

)

g est dérivable sur [0;+oo[ et Y € [0;4+00[, ¢'(z) =

> 0, g est croissante sur [0;+oco[ et comme

g(0) = 0, on obtient l'inégalité : Vo € Ry, x— % <In(l 4 2)

2

Vr e [0;4+o00], z-— % <In(l+z) <=
z? z?
2) Pour tracer la parabole y = = — 5 on remarque que & — 5 = g x(2 — x)
thi
4 = 9=
Lyl = ’\.L(’L !A)
et ?

%

\\\1 - W %j_

3 1 1
1) =g u2:u1X(1+4) et U3:uQ><(1+8> doncZ—i#Z—z

| (un) n'est pas géométrique. |

n 1
2) Pour n € N, on note : P, la propriété : "u, >0 et In(u,)= Z In (1 + 2k> "
k=1

e Pour n =1,

1
1 3
d’une part : u; = g >0 et In(u;) =1n <2>, d’autre part : Zln <1 + 2k+1) =In <2>

k=1
donc P; est vraie

e Soit n € N* tel que P, est vraie,

1
Up > 0 et upp1 = upy X (1—}—2n+1) donc up41 >0 et

1
In (un+1) = In (un) + In (1 + 2n+1>
_ N In(1 1 In(1 ! | : ’
= Z n + R +In{1+ GYESY avec U’hypothése de récurrence
k=1

n+1 1
= Z In (1 + 2k+1) On a ainsi montré P41
k=1
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En conclusion :

° 1
pour tout entier naturel n > 1, In(u,) = Z In (1 + 2k>
k=1

3) Soit k € N*,
2

on sait que : Vo € Ry, m—%gln(l—l—x)gx

1
or — > 0 donc,
2

1 1 1 1 1
SRR S

en sommant pour k entre 1 et un entier naturel n, on obtient :

n 1 1 n 1 n n 1
Do p St )<
k=1 k=1 k=1 k=1

. 1
pour tout entier naturel n > 1, S, — 3 T, < In(uy) < Sy

donc

% 1 1 1

b) On sait que 1irJIrl ¢" =0, lorsque q €] —1;1[ donc les deux relations précédentes donnent :
n—r+0o0

1
(Sn) converge vers 1 et (7)) vers 3

1
5) a) Pour tout n € N, In(up+1) — In(uy,) =1n (1 + 2n+1> >0 ( d’aprées 8)) donc

| (In(uy)) est une suite croissante |

b) Sachant que (In(uy)) est croissante et que la fonction exponentielle est croissante on peut affirmer que :

(un) est une suite croissante

1
De plus d’aprés les questions 4) et 5) , on a pour tout n € N*,  In(u,) <1 - o <1
(un) est majorée ( par e )
On a montré que (u,) est une suite croissante et majorée donc :
| (un) est convergente. |
* T’ﬂ
¢) Ona: VneN" exp Sn—? < up, <exp(Sy)
de plus (continuité de la fonstion exponentielle),
li L > li = li (S,) = exp (1)
i ep | S5 =ew (G v = i B (Sn) = o

donc (passage a la limite sur des inégalités larges) :

[N [é}}

e

</{<e

6



