Définitions. vocabulaire. notation.

Définition

Soit m un entier naturel non nul et (uy,)n>m une suite de réels,
n

Etudier la série de terme général u,, signifie étudier la suite <Z uk> (on note ((Syp)n>m cette suite)
n=m

k=m
=

La série de terme général u,, est notée : Z Up,
nzm
n
e Les S, = Z uy, sont les sommes partielles de la série Z U,
k=m nzm
e Dire que la série Z u, est convergente signifie que (S,,) est convergente.
n=m
e Si (S,,) est converge vers le réel ¢ alors ¢ est appelé somme de la série Z Up,.

n=m

—+o0
et dans ce cas on note : Uy, = lim S, =/
Z " n—+oo " ( )
n=m

e Dire que la série Z u, est divergente signifie que (.S,,) est divergente.

n>=m

Exemples : Voir la feuille_cours_1.

En pratique : Pour étudier la nature d’une série :

n
- on étudie la convergence de la suite (S,,) définie par : S,, = Z Uk
k=m

- on conclut en utilisant le vocabulaire des séries :

—+oo
Lorsque (S,,) converge vers ¢, on dit que la série Z U, converge et que sa somme Z Uy, est égale a /.
nzm n=m
On peut aussi dire :
400
Lorsque (S,,) converge vers ¢, on dit que la somme Z u, existe et vaut £.
n=m

Définition

Soit (U )n>m une suite de réels,

Dire que la série g uy, est absolument convergente signifie que la série E |, | est convergente.

nzm n>=m

Exemples : Voir la feuille_cours_1_bis.



Séries usuelles.

Séries géométriques et les dérivées.

Soit ¢ un nombre réel,
O Série géométrique de raison q.
+oo 1
La série Z q" est convergente si, et seulement si, —1 < ¢ <1; et alors Z = —.
n=0 n=0 1= q
@ Série géométrique dérivée de raison q.
+oo 1
La série Z ng" ! est convergente si, et seulement si, —1 < ¢ < 1; et alors Z ng" ! = ﬁ
n>1 n=1 q
© Série géométrique dérivée d’ordre 2 de raison gq.
La série Z n(n — l)q"_2 est convergente si, et seulement si, —1<g<1
n>2
+o00 2
et alors nin—1)¢" %= ———.
,;2 (1—¢q)°
Exemples.
=__, 1 X p(-1)nt 1 X n(n—1)272 2
ZQ = 1 Z gn—1 = N2 Z 52 = 2\ 3
n=0 1—-— n=1 14 = n=2 1-=
2 3 5
Démonstrations. Voir la feuille_cours_1.
Remarques :
e pour retrouver l’expression des séries dérivées on dérive deux fois la fonction z — ==
e Pour ¢ €] — 1,1[\{0}, on peut changer I'indice de départ :
“+o0 1 +oo 9
—1 n—2
ng"" = -——= et n(n —1)q = —0.
,;) (1-9q) ,; (1-9q)
Quelques sommes autour de celles-ci (Savoir les retrouver rapidement, ne pas les apprendre )
400 400 400 m +00
q n—1 1 n q n—m 1
Yoot Yetern Yoot Y
n=1 1_q n=1 l_q n=m 1_q n=m l_q
+oo +o0o 400 2
q 1 2q
ng" = —— (n+1)¢" = —3 nn—1)¢" = ——
; (1—q)? nz:% (1—-¢q)? nz:;) (1—q)?

Démonstration. (Revenir auz sommes partielles)



Série exponentielle.

Quel que soit le nombre réel z,
. z" x -
La série E — est convergente et —
n! n!
n=0

Démonstration. Voir la feuille_cours_1

Exemples.
(In(2))"

+ool +00(_1)n 1 +oo
Y= > = ZOTZQ

Quelques sommes autour de celle-ci (Savoir les retrouver rapidement, ne pas les apprendre )

+oo " +oo " +o0 "
DR e > e
| —1)! — |
n=1 n=1 (Tl 1) n=m (’I’L m)
Démonstration. (Revenir aux sommes partielles)
Séries de Riemann.
. 1 .
O La série Z — est divergente.
n>1 n
1 2
A La série Z — est convergente. ( Complément : sa somme vaut 5 )
n>1 n
® Complément :
Pour a € R,
- 1 . .
la série Z —, est convergente si, et seulement si, « > 1
n>1

Démonstration. (Rappel rapide, sinon revoir la feuille_cours_1)

. 1 1 1
et pour @ on utilise pour k > 2 : ?gm—g

T =

Pour @ on utilise pour k > 1: In(k+1) —In(k) <

1 1
Pour © dans le cas a > 1, on utilise pour k > 2 : T < ] ((k — 1)1_a — kl_a)

La démonstration de © est un bon exercice.

Remarques :

1
e La série E — est appelée série harmonique.

n>1

"1
° g - — 400
k n—-+oo
k=1
Non seulement on sait que la série diverge mais aussi que la suite des sommes partielles tend vers 4+o00.

+oo 1 7T2
o Complément : Z —- = —
—n 6



Théoremes.

m désigne ici un entier naturel quelconque.

3.1 Une condition nécessaire de convergence.

Théoréme.

Soit (tn)n>m une suite de réels,

Si la série Z uy, est convergente alors la suite (uy) tend vers 0.

nzm

Démonstration : Voir Feuille_cours_1. Cela vient de la relation u,, = S, — Sn_1.

En pratique on utilise souvent la forme contraposée de cette implication :

Si la suite (uy,) ne tend pas vers 0 alors la série Z u, est divergente

n=m

1
Attention la réciproque est fausse.  Contre-exemple : Z — est divergente et pourtant lim — =0
1 n n—+oo n

Trop nombreux sont ceuzr qui font l'erreur de raisonnement de dire que la série converge lorsque u,, — 0.
n—-+o0o

3.2 Combinaisons linéaires de séries convergentes

Théoréme

Soient (tn)n>m €t (Vn)n>m deux suites de réels, o et 5 deux réels.

Si les séries E Uy, €t E v, sont convergentes alors la série E (auy, + Buy,) est convergente.

n=>m nzm n=m
o0 —+oo —+oo
et alors : Z(aun—l—ﬁvn):aZun—i—BZvn
n=m n=m n=m

Démonstration : Voir la feuille_cours_-1_bis.

3
Exemples : Z (2 —4x 2‘”) 3—: Z n?2="
n

n>1 n>1 n>1
Corollaire
Pour « # 0,
E u, converge si, et seulement si, g au., converge.
nzm nzm
En effet :
Exemples :
3 1 -2 5- 2"+1 n 2 n
> - = > > > ng > n'
n>1 n>0 n>1 n>0 : n>1 n>1



3.3 Indice de départ.

Proposition

nz=ny nzng

Soit (tn)n>m une suite de réels et ny et ny deux entiers naturels supérieurs a m,

La série g u, est convergente si, et seulement si, la série g u, est convergente.

Démonstration : On suppose que nqy < no

n ng—1
Vn = nog, E up = E Ug +
k:nl k:nl
——

ne dépend pas de n

n n
donc les deux suites E ur | et E uy, | convergent simultanément.

k:’ﬂl k:’ng

Remarque : en cas de convergence, toujours avec n; < ng, on a

+oo no—1 “+oc0
Doun = D uwe + ) un
n=ni k=n1 n=nsg
Exemples :
1 1 . 1
E —  converge E — diverge E — converge et
n n n!
n>=3 n=3 n=4
Remarques :

e On dit aussi que les séries E Up €t E u, ont méme nature.

n>=niy n>ns

e La nature d’une série ne dépend pas des premiers termes.

e Quand on demande la nature de la série, il est inutile de donner le premier indice.

e On peut ne rien mettre sous la somme. 7 Déterminer la nature de E Uy 7.

3.4 Séries a termes généraux a support fini.

Proposition.

Soit (un)n>o une suite de réels,

“+oco N
et alors : E Uy, = E Up,
n=0

n=0

Si il existe un rang N & partir duquel u,, = 0 alors la série > w,, est convergente.

En effet : Si (u,) est nulle & partir de N alors pour tout n > N, S, = Sy donc (S,,) converge vers Sy.

Exemples : Ji:.o 10 existe et vaut f: 10 =210 = 1024
P . n n=0 n - -

n=0
—+o0
Phrase de rédaction : ”La somme E u, existe car (u,) est & support fini.”
n=0

Lien avec les fonctions polynémiales réelles :

Une fonction P est polynomiale si il existe une suite (a,) nulle & partir d’un certain rang telle que :

—+oo
P:x+— E anx"
n=0



3.5 Séries a termes positifs.

Deuzx résultats a redémontrer dans une copie.

Proposition. (Complément)

Soit (U )n>m une suite de réels,

n
Si (un) est a termes positifs ou nuls alors la suite E U est croissante.
k=m

n=m

En effet :

Proposition. (Complément)

Soit (un)n>m une suite de réels,

Si (uy,) est & termes positifs ou nuls alors on a ’équivalence suivante :
n

La série E u, est convergente si, et seulement si, la suite E U est majorée.

nzm k=0 nzm

n +oo
et en cas de convergence on a: Vn = m, E up < E U
k=m k=m

En effet :

3.6 Deux théorémes de convergence.

Théoréme (Théoréme de convergence des séries par comparaison des termes généraux positifs ou nuls)

Soient (un)n>m €t (Vn)n>m deux suites de réels,

OSi Vvn>m, 0<u, <v, et Zvn est convergente alors la série Zun est convergente

OSi Yn>m, 0<u,<v, et Zun est divergente alors la série ZU” est divergente

Attention (erreur courante) : Trop nombreuz sont ceux qui passent a la somme sur Uencadrement 0 < uy, < vp.
Démonstration : Voir la feuille_cours_1_bis.

Remarque : Il suffit de faire une des deux démonstrations :

En effet, lorsque : Vn > N, 0 < u, < v,, les deux implications suivantes sont la contraposée I'une de l'autre :
O Si Zvn CV alors Zun Cv et D Si Zun DV alors Zvn DV.

Corollaire

Soient (tn)n>m €t (Un)n>m deux suites de réels,

Sivn>m 0<u, <v, et Z v, est convergente
+oo +oo
alors la série Zun est convergente et Z Uy < Z Un,

n=m n=m

En effet :

Théoréme (Théoréme de convergence des séries par équivalence des termes généraux positifs ou nuls)



Soient (un)n>m €t (Vn)n>m deux suites de réels,
OSi u,~wv, et si Vn>m, v, 20 etsi E v, est convergente,

alors la série E Uy est convergente

O®Si u,~uv, et si Vn>m, v, >0 etsi Zvn est divergente,

alors la série E u, est divergente

Attention : Trop nombreux sont ceux qui oublient v, > 0.
Démonstration : Voir la feuille_cours_1_bis.

Une autre version de ce théoréme

Théoréme

Soient (U )n>m €t (Vn)n>m deux suites de nombres réels,

Si up~v, et si Vn>=m, v, >0 alors Zun et Zvn sont de méme nature.

Remarque : Zun et Zvn sont de méme nature signifie :

E uy, converge si, et seulement si, E v, converge.

3.7 Absolue convergence et convergence.

Théoréme. (L’absolue convergence entraine la convergence)

Soit (un)n>m une suite de réels,

Si la série E uy, est absolument convergente

—+o0 +oo
alors elle est convergente et E u,| < E [t |
n=m n=m

Démonstration :

Attention la réciproque est fausse.

Contre-exemple : La série est convergente, mais pas absolument convergente.

3.8 Ordre de sommation.

Théoréme.

Soit (uy)nen une suite de réels et o une bijection de N dans N,

Si la série Z u, est absolument convergente alors Zu(,(n) est convergente

+oo +oo
et Z ug(n) = Z Unp-
n=0 n=0

Ce résultat est admis et nous servira dans le chapitre ” Probabilité”.

Autrement dit :
- La valeur de la somme d’une série absolument convergente ne dépend pas de l'ordre d’énumération de ses
termes.

- Si la série est absolument convergente alors elle est commutativement convergente.



3.9 Séries télescopiques.

Proposition. (Complément)

Soit (a,) une suite réelle quelconque, on note (u,,) la suite définie par u, = an41 — an,

La série de terme général u,, converge si, et seulement si, la suite (a,,) est convergente.

+oo
et en cas de convergence : E Uy = lim Ap — Qm
n—-+oo
n=m

En pratique on le redémontre, car il y a plusieurs situations possibles : Uy = ap—1 — Ap, Up = Gy — Qpt1 ---

En effet :
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