Fonctions équivalentes.

Dans ce paragraphe « et § désignent : ¢ (un réel), mg , Ty, —00 ou —+oo.

1.1 Définitions :

Définition pour les fonctions :

Dire que f et g sont équivalentes au voisinage de « signifie que :
f(z) = o(x) g(x), au voisinage de «
il existe une fonction ¢ telle que :
lim p(z) =1
T—r

Plus simplement, lorsque g ne s’annule pas au voisinage épointé de a :
T
Dire que f et g sont équivalentes au voisinage de « signifie que : lim @ =1
va g(x)

On note : f(x) Koot g(x) ou b ~9g

Remarque : on n’écrit jamais : f ~ 0
(a2

1.2 Transfert des propriétés de g a f.

Proposition : (Les propriétés qui passent de g a f lorsque f et g sont équivalentes).

Soit f et g deux fonctions équivalentes en a. (f(x) ol g(x))

esi lim g(x) =8 alors lim f(x) =0

e si g(x) # 0 au voisinage de « alors f(x) # 0 au voisinage de a.
e si g(x) > 0 au voisinage de « alors f(z) > 0 au voisinage de a.
(

e si g(z) < 0 au voisinage de « alors f(x) < 0 au voisinage de a.

Attention : ne pas réduire la définition de f(xz) ~ g(z) & : 7elles ont la méme limite”.
Tr—a

1.3 Relation d’équivalence.

Proposition :

Soit f et g deux fonctions définies au voisinage de a.
. @) ~ I
e Si @) ~ gl) alors g(x) ~ f(z)

| @)~ g(a) B
o Si { g(@) o hz) alors f(z) o~ h(x)




1.4 Compatibilité avec le produit.

Propositions :
Produit : f(@) @
x) ~ x
* S e L i;x alors [1(@)f(@) 5, 91(2)g2(2)

r—ro
Quotient : On suppose que les fonctions fo et go ne s’annulent pas au voisinage de «.

O BN R N
@)~ ga() Fol@) e gol(a)

Elévation a une puissance constante : (¢ € R)

o« Si @) ~ ga) alors (f@)" ~ (g(x))"

T—Q

Attention, on ne somme pas des équivalents.
Dans une somme on ne remplace jamais une fonction par une fonction équivalente.
Corollaire : e Si  f(x) ~ g(z) alors |f(x)] ~ |g(x)]
rT—r rT—x

1.5 Composée a droite.

Proposition :

Composée d’une suite et d’une fonction : ("z

{ f(x) ~ g(z)
e Si «

z—
hm Up = & alors f(un) n—;\:i-oo g(un)
n——+0o

Composée de deux fonctions : ("y = h(x)”)

| W)y 9W) ‘
e Si ;%h(x) —a alors f (h(x)) s g (h(x))

1.6 Equivalence et polynémes.

Proposition :

n
Si P:x»—>Zakxk avec n=>p,an,#0 et a, # 0 alors :
k=p

n n p
P(x) L anT , P(x) Wl , P(x) e E:

1.7 Equivalences et fonctions dérivables.

Proposition :

Si f est dérivable en zq et si f'(x9) #0 alors f(z) — f(xzg) ~ f'(xo)(x— x0)

T—rXTo

1.8 Equivalents usuels en O :

sin(x)?x er—lr(\;x ln(l—i-x)r;x Pour a € R*, (1—|—a:)a—1? ax

Equivalences usuelles et composées.

Soit h une fonction définie au voisinage de a (un réel ou —oo ou +00).
Si  lim h(x) =0 alors

rT—a

sin(h(x)) ~ h(z) eh@ 1 ~h(z) W1+ k(@) ~h(z)  (1+h()* =1~ ah(z)




Développements limités

2.1 Définition, notation, unicité.

I est un intervalle non trivial tel que 0 est un élément de I ou 0 est une borne de I,

Définition :

Soit n un entier naturel et f une fonction de I dans R,

Dire que f admet un développement limité d’ordre n en 0 signifie qu’il existe des réels
ap,a, - .. a, et une fonction € de I dans R tels que

Vo el, f(x)=ao+ a1z +ax®+ - +ap,a" +e(x)z" et lignezo

Notation :
f(z) =, % T a1z + apx® + - 4 apx™ + o (z")
z—
e B oy e 1 (@) - L .
Précicision :  f(x) = o(z") signifie lim et se lit ” f(x) négligeable x™”.
z—0 z—0 ™

Théoréme (unicité)

‘ Le polynéme associé au développement limité d’ordre n est unique.

Vocabulaire : Ce polynome est appelé partie réguliere du DL, (0).

Attention : Deux fonctions distinctes peuvent avoir la méme partie réguliere d’ordre n.

2.2 Troncature.

Proposition :

Soit N et n deux entiers naturels.

N n
Si f(x) = Z apz® +o(z) et n< N alors  f(x) o Z ar 2" + o(z™)
k=0 k=0

2.3 Lien avec les équivalents.

Théoréme :

Soient n € N et a € R* (attention a # 0),

f(x) = aa™+o(z") si, et seulement si, f(z) ~ ax™
z—0 z—0




2.4 Formule de Taylor-Young.

Théoreme :
Si f € C™(I) alors f admet un DL, (0) et
1) = 3 Tk o)
k=0
2.5 DL usuels en 0.
(A connaitre)
1 2 n n
= l+z+z°+--+2"+o(z")
l1—xz z—0
. 2 .3 "
e Iiol+$+?+€++m+0($ )
. A B g2l ot
(@) =, G F gy~ CD gy e
.’13‘2 .’L‘4 " 1'2” Il
cos(z) o —?—I—ﬂ—“-—i-(—l) ) +o(z*" )
2 3
Tt (DT o)

o ala
(1+x) ziol+ax+Tx + a3l

2.6 Primitivation d’un DL.

Ici I est un intervalle non trivial contenant 0.

Théoreme :
Soient f : I — R dérivable sur I et n € N,
: / _ - k n _ - [ k+1 n+1
Si f(x) o Z arx” +o(z™) alors  f(z) o £(0) + Z it +o(z")
k=0 k=0
2.7 Lien avec la régularité de f.
Théoreme :
Soit f: I —Ravec0 € I.
si, et seulement si, 3(ag,a;) € R*: f(x) =, % + a1z + o(x)
z—

f est dérivable en 0

et on a alors : a9 = f(0) et a3 = f/(0).

Remarque :
si, et seulement si, f admet un développement limité d’ordre 1 en 0

f est dérivable en 0
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