Fonctions usuelles.
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1.1 Polynomes du second degré.
f est un polynome du second degré signifie qu’il existe des réels a, b, ¢ avec a # 0 tels que :
Vo €R, f(z)=az’+bx+c

La représentation de ces fonctions est appelée parabole.

e Le signe de a donne 'allure de la parabole.

e Lorsque le polynome n’a pas de racines réelles.
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1.2 Fonction x — ™ . n € 7Z*

e n strictement positif.
La fonction f : x —— x™ est définie et continue sur R.
Elle est dérivable sur R et Vz € R, f/(z) =na"!

La fonction est paire quand l'entier n est pair, la fonction est impaire quand ’entier n est impair.

Cr

S

n pair n impair (n > 1)

e n strictement négatif.
La fonction f : x — z™ est définie et continue sur R*.
Elle est dérivable sur R* et Vo € R*, f/(z) =na" !

La fonction est paire quand 'entier n est pair, la fonction est impaire quand ’entier n est impair.

n pair n impair

1.3 Fonction valeur absolue.

o La fonction R — R est continue sur R.
Elle est paire.

Elle n’est pas dérivable en 0.

Elle est dérivable sur R*.




1.4 Fonction racine carrée.

La fonction Ry — R est définie et continue sur Ry.
T — T

Elle n’est pas dérivable en 0, sa courbe au point d’abscisse 0 possede une tangente verticale.

‘ -

Elle est dérivable sur R} et Vz >0, f'(z)= 5

B

1.5 Exponentielle.

Définition : la fonction exponentielle est la seule fonction f dérivable sur R et vérifiant :
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Remarque : La tangente au point de coordonnées (1, e) passe par lorigine. (Démonstration faite en classe)



Cette fonction est a valeurs strictement positives :
VeeR, e >0

Cette fonction est continue sur R.

Les limites aux bornes de I’ensemble de définition sont :

lim e* =0 et lim e* =400
T—r—00 Tr—r+0o0

Elle est dérivable sur R et Vz € R, exp'(z) = exp(x)

e Propriétés algébriques :
Pour tout réel a et b :

a
e 1
=1 elath) = et b ela=b) = - et =— Vne€Z, (e*)" =e"
e e
e Nombre dérivé en 0
xr
et —1
lim =1
x—0 x
e Croissances comparées en oo : (a € RY})
. em . ez . 6% —x
lim — =400 lim — =400 lim z% * =0
z—+o00 1 z—+oo g% z—+00

Cette fonction est strictement croissante sur R.

¢ Equations :
V(a,b) €R? e*=¢" < a=b

e Inéquations :
Y(a,b) € R?, e <e’ = a<hb, e <e’ = a<b

1.6 Logarithme népérien.

Définition : Pour un réel strictement positif , on appelle logarithme népérien de x, noté In(x), 'unique réel ¢
vérifiant : exp(t) = .
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La fonction x — In(x) est définie et continue sur R .

Les limites aux bornes de 'ensemble de définition sont :  lim In(z) = —co et  lim In(z) = 400
z—0 T—+00
1

La fonction In est dérivable sur R’ et Vz € R}, In'(z) = .

Propriétés algébriques :

Pour a et b deux réels strictement positifs,

In(1) =0 In(ab) = In(a) + In(b) In () = In(a) — In(b)

In <1> = —In(a) In(v/a) = %ln(a) Vn €Z, In(a")=nln(a)

e Primitive : =1
Vz e Ry, In(z)= / n dt
1

. e 1
C’est 'unique primitive de z +— — sur R, s’annulant en 1.
T

e Nombre dérivé en 1 :
Inx In(1+ h)

lim =1 ou encore lim —————~ =1
z—1p —1 h—0 h
e Croissance comparée en (
lim zIn(z) =
x—0

e Croissances comparées en +oo (n € N¥)

. In(z) .
lim =0 lim
T—+00 x z—+oo g™

Cette fonction est strictement croissante sur Ri.

¢ Equations :
Y(a,b) e R%?, In(a) =In(b) <= a=b

e Inéquations :

Y(a,b) e R%?,  In(a) <In(b) < a<b, In(a) <In(b) <= a<b



1.7 Lien entre exp et In.

Cln

=y

chp

Pour tout z € Ry et y € R,
y=I(z) < z=¢€"

Pour tout z € R, le réel In(z) est par définition 'unique antécédent de x par exp donc :
Vz e RY, exp (In(z)) =z
Pour tout z € R, le réel In(exp(z)) est par définition I'unique antécédent de exp(x) par exp donc :

Vr € R, In (exp(z)) =«

1.8 Logarithme décimal.

Définition : Pour un réel strictement positif z, on appelle logarithme décimal de z, noté log(z), 'unique réel ¢

vérifiant : 10 = x.

Il est simple de montrer :




CIog

La fonction x — log(z) est définie et continue sur RY .
Les limites aux bornes de I'ensemble de définition sont :
lim log(z) = +o0

:lli% log(z) = —oc0 et LHm
La fonction 1 t dérivabl R* et Vz € R*, log'(z) = L ><1
a fonction log est dérivable sur R’ et Vx L, logi(z = (o) < 7
Propriétés algébriques :
Pour a et b deux réels strictement positifs,
log(1) =0 log(ab) = log(a) + log(b) log <Z> = log(a) — log(b)
1
log(v/a) = 3 log(a) Vn € Z, log(a") = nlog(a)
e Puissance de 10.
1
log(10) =1 log(10™) =n log (10") =-n
Cette fonction est strictement croissante sur R’ .
e Equations :
V(a,b) € R%?, log(a) =log(h) <= a=b

e Inéquations :
Y(a,b) e RL?,  log(a) < log(h) < a<b, log(a) < log(h) <

Lien avec la fonction & — 10* :

Ve e R, Yy €]0;00[, y=10" < x =log(y)



1.9 Fonctions cosinus et sinus.

Fonction sinus.
La fonction sinus est définie et continue sur R. Elle est impaire et 2w périodique.

Elle est dérivable sur R et Vo € R, sin’(z) = cos(x).
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Fonction cosinus.
La fonction cosinus est définie et continue sur R. Elle est paire et 27 périodique.

Elle est dérivable sur R et Vo € R, cos'(z) = —sin(z).
Y
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1.10 Fonction tangente.

La fonction tangente est définie sur : Dy,n = R\ {g +km|ke Z} par :

tan(z) = sin(z)
cos(x)
Cette fonction est continue sur Dy,y,.
Limites :
lim tan(z) = —o0 lim tan(z) = 400
-7 =5
> <

Elle est dérivable sur Doy et V2 € Dyay, tan’(z) =tan?(z) +1 ou tan/(z) =

Elle impaire et m-périodique.

N
vy

tan
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1.11

Fonction partie entiere.

Définition :

Autrement dit : ”La partie entiere d’un réel x est le plus grand entier inférieur ou égal a x”.

Soit x un réel, il existe un et un seul entier relatif n vérifiant :
n<r<n+l1

cet entier s’appelle la partie entiére de z et se note |z|

i

Propriétés :

O Pour tout z € R,
lz] <z < |z]+1 et r—1<|z]<z
@ Pour tout = € R,
lz+1] =|z]+1 et VneZ, |z+n|=|z]+n

® La fonction 2 — |z] est croissante sur R.

Y

L ESE——
7
o 7

x —> |x] est définie sur R

x +— |z| est continue sur R\ Z et n’est pas continue sur Z.

x — |x] est constante sur tout intervalle inclus dans R\ Z.

11




112 z+—— x* ol a€R\Z

La fonction  — = est définie et continue sur RY .
Elle est dérivable sur R et sa dérivée est : © — a2z~ 1. (Cela se démontre facilement)

Sur la représentation suivante on peut distinguer les allures des courbes dans les trois cas suivants :

a<0 O<ax<l 1<«
c
x»—»xm's) Cx»—»x2
CX"’X
CX»X(O.G)
CXHX(O.z)
CXHX 15
o
1.13 x +—— a®(a un réel strictement positif)
La fonction x —— a® est définie et continue sur R.
Elle est dérivable sur R et sa dérivée est :  — In(a) a®
e Pour 0 < a <1,
La fonction est strictement décroissante sur R et
lim a® =400 et lim a®* =0

T——00 xr——+00
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Co7ax Cosnx Co.an

e Pour 1 < a,

La fonction est strictement croissante sur R et

lim a®* =0 et lim a* = +o00
xT——00 x——+00

c X
x+(35)
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1.14 Fonction racine n-ieme.

Premier cas : n € N* et n pair.
Définition : On appelle racine n-ieme la réciproque de 'application R, — R;.
Tz — "

La fonction f : x — {/x est définie et continue sur [0; +o0].

Elle n’est pas dérivable en 0. Sa courbe possede au point d’abscisse 0 une tangente verticale.

Yz

Elle est dérivable sur ]0; +oo[ et VY > 0, f'(x) =

nw
y=
v
Deuxiéme cas : n € N et n impair.
Définition : On appelle racine n-ieme la réciproque de 'application R — R .

r — x"

La fonction f : x — {/z est définie et continue sur R.

Elle est impaire.

Elle n’est pas dérivable en 0. Sa courbe possede au point d’abscisse 0 une tangente verticale.
YV

Elle est dérivable sur R* et Vo #0, f/'(z) = s
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1.15 Fonction arctangente.

Définition : On appelle arctangente la réciproque de ’application ] - 35 [ — R
x — tan(z)

Autrement dit :
arctan est la fonction définie sur R et qui associe & tout réel , I'unique réel 6 € ] - 55 [ vérifiant tan(d) = x
Propriétés :

™
2
e La fonction arctangente est définie et continue sur R.

o Vx € R, —g < arctan(z) <

™ ™
lim arctan(z) = —— lim arctan(z) = —
T——00 2 T—+00 2

e Elle est dérivable et sa dérivée est la fonction R — R

1
T —
1+ 22
e Elle est strictement croissante et impaire.
e Pour z € R, ye}f%;g[, y = arctan(z) <= x = tan(y)

e Pour tout z € R,
tan (arctan(z)) = z

oPourtouth]*%;g[ (tan(z))
arctan (tan(x)) =«

T y=arctan(x)
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