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Généralités.

1.1 Définitions et notation.

Définition

On appelle fonction polynomiale réelle toute application P de R dans R vérifiant :

il existe un entier n € N et n + 1 réels ag,as,...a, tels que : Ve € R, P(z) =ap+ a1z + -+ apa”

n
Cette application sera notée : x — Z apz” et on note R[z] I'ensemble des fonctions polynomiales réelles.
k=0

1.2 Identification des coefficients.

Lemme :
Soient n un entier naturel et n + 1 réels : ag, ay, ..., ay.
n
Si VzeR, Zakxk =0 alors Vke[0;n], ar=0
k=0
Conséquence :

Une fonction polynomiale P est non nul si, et seulement si,

n

il peut s’écrire : P:x —> ag+a1x+ -+ apx avec a, # 0

Théoréme : (Identification des coefficients)

Soient P et () dans R[x] non nuls avec :

P:zr—ay+arz+ - +a,x" avec a, # 0
Q:zr—by+bix+---+bz™ avec b, #0
n=m
On a I’équivalence suivante : P = @ <

Vk e [0;n], ar=0bx

1.3 Vocabulaire.

Pour P:2x+—— ag+a1x+ -+ apz™ avec a, # 0
On dit que la fonction polynomiale P est sous sa forme développée réduite.

T = a,z" est le monoéme dominant de P.

n le degré de P.

a, le coeflicient dominant.

x + apr® est le monoéme d’ordre k de P.  (ou de degré k)
ay, le coefficient d’ordre k de P.  (ou de degré k)

ap est le terme constant.

Dire qu’une fonction polynomiale est unitaire, signifie que son terme dominant vaut 1.



1.4 Opérations.

La somme, produit et composée de fonctions polynémiales est une fonction polynémiale.

’ Si (P,Q)€R[z]? alors P+QEeR[z], PxQecRx] et PoQeR[z]

Propriétés : (de la somme et du produit)

Soient P, @ et R trois éléments de R[z], on a alors :
L. 0+P=P, P+Q=Q+P, (P+Q)+R=P+(Q+R)

2. Px1=P, PxQ=QxP, Px(Q@xR)=(PxQ)xR
3. PXx(Q+R)=PxQ+PxR

Proposition.

Pour m € N*,
@ Le produit de m fonctions polynomiales est une fonction polyndmiale.
@Si PeR[z] e¢ meN" alors P™ € Rz]

Complément : Coefficients du produit de deux polynémes.

n m
Soient P :x+— Z apz® et Q:ix— Z bpz”
k=0 k=0

n+m

PX)xQX)=>" | > ab;| x*

k=0 i+ji=k

—_——
coefficients de PxQ

1.5 Dérivée

Proposition.
’ La dérivée d’une fonction polynomiale est une fonction polynomiale. ‘
Remarque :
n n n—1
Si P:oxv+— Zakxl" alors P': 2 +— Z karz* ' ouencore: P :z+—> Z(k + 1)ak+1a:k
k=0 k=1 k=0

1.6 Degré.

Définition :
Soit P € R[x],
si P=0 alors deg(P)=—0
si Pixr—ap+ax+---+a,z" avec a, #0 alors deg(P)=n
Théoréme :

Soient P et () deux fonctions polynomiales.
0 deg(P + Q) < max{deg(P);deg(Q)}
deg(P x Q) = deg(P) + deg(Q)
Pour tout m € N*,  deg(P™) = mdeg(P)
Si deg(P) > 1 alors deg(P') =deg(P)—1

© o0

1.7 Intégrité

Théoreme : Intégrité.

Soient P et () deux fonctions polynomiales,
Px@Q=0 < P=0 ou Q=0




Racine d’une fonction polynomiale.

2.1 Définition.

Définition (Racine de P) :

Soient P € Rlz] et o €R,

Dire que « est une racine de P signifie que : P(a) =0

2.2 Racines et factorisation.

Lemme :
Pour tout o € R,
VkeN, 3QreR[z]: VreR, zF-af=(z-0a)Qi(x)
Théoréme :
Soient P € R[z] et a € R,
Pla)=0 si, et seulement si, il existe @ € R[z] tel que P:a+— (z — a)Q(x)
Théoréme :

Soient P une fonction polynomiale et k£ un entier naturel non nul,

Si ai,as,...,qk sont k racines distinctes de P alors

AQeR[z]: Prozr— (z—a1)(x—ag) - (v — ag)Q(z)

Corollaire :

Soient P une fonction polynomiale et n un entier naturel non nul,

Si P est de degré n et ai,as,...,q, sont n racines distinctes de P  alors

INeER: Pizr— ANz —aoq)(z—az) - (x —ayp)

2.3 Nombres de racines d’un polynome.

Soient P et ) deux fonctions polynomiales et n un entier naturel.
(1) Si @y, ag, -+, sont n racines distinctes de P et si deg(P) = n,
alors il existe A€R telque: Vx € R, P(z)=Az—a1)(x—a2) (2 — ay),

(2) Si P est de degré n (Ce qui impose P # 0), alors P a au plus n racines distinctes.
(3) Si P est de degré inférieur ou égal a n et si P a (n+ 1) racines distinctes, alors P =0.

(4) La seule fonction polynomiale ayant une infinité de racines est la fonction nulle.



2.4 Ordre de mutiplicité.

Définition :

Soient a € R, P une fonction polynomiale non nulle et m un entier naturel non nul.
Dire que « est une racine de P d’ordre de multiplicité m

signifie qu’il existe @ € R[z]  tel que :
VeeR, Px)=(@—a)"Qx) et Qa)#0.

2.5 Lien entre dérivée et racines multiples.

Théoréme :

Soient & € R et P € Rlx],

« est une racine multiple de P, si et seulement si, P(«) = 0 et P'(«) = 0.

2.6 Fonction polynomiale de degré impair

Théoréme :

Soit P une fonction polynomiale réelle,

Si le degré de P est un entier impair alors P a au moins une racine réelle.




	Généralités.
	Définitions et notation.
	Identification des coefficients.
	Vocabulaire.
	Opérations.
	Dérivée
	Degré.
	Intégrité

	Racine d'une fonction polynômiale.
	Définition.
	Racines et factorisation.
	Nombres de racines d'un polynôme.
	Ordre de mutiplicité.
	Lien entre dérivée et racines multiples. 
	Fonction polynomiale de degré impair


