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2.4 Ordre de mutiplicité. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
2.5 Lien entre dérivée et racines multiples. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
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1
Généralités.

1.1 Définitions et notation.

Définition

On appelle fonction polynomiale réelle toute application P de R dans R vérifiant :

il existe un entier n ∈ N et n+ 1 réels a0, a1, . . . an tels que : ∀x ∈ R, P (x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n

Cette application sera notée : x 7−→
n∑

k=0

akx
k et on note R[x] l’ensemble des fonctions polynomiales réelles.

1.2 Identification des coefficients.

Lemme :

Soient n un entier naturel et n+ 1 réels : a0, a1, ... , an.

Si ∀x ∈ R,
n∑

k=0

akx
k = 0 alors ∀k ∈ [[0;n]], ak = 0

Conséquence :

Une fonction polynomiale P est non nul si, et seulement si,

il peut s’écrire : P : x 7−→ a0 + a1x+ · · ·+ anx
n avec an ̸= 0

Théorème : (Identification des coefficients)

Soient P et Q dans R[x] non nuls avec :{
P : x 7−→ a0 + a1x+ · · ·+ anx

n avec an ̸= 0
Q : x 7−→ b0 + b1x+ · · ·+ bmxm avec bm ̸= 0

On a l’équivalence suivante : P = Q ⇐⇒

 n = m

∀k ∈ [[0;n]], ak = bk

1.3 Vocabulaire.

Pour P : x 7−→ a0 + a1x+ · · ·+ anx
n avec an ̸= 0

On dit que la fonction polynômiale P est sous sa forme développée réduite.

• x 7→ anx
n est le monôme dominant de P .

• n le degré de P .
• an le coefficient dominant.
• x 7→ akx

k est le monôme d’ordre k de P . (ou de degré k)
• ak le coefficient d’ordre k de P . (ou de degré k)
• a0 est le terme constant.

Dire qu’une fonction polynomiale est unitaire, signifie que son terme dominant vaut 1.
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1.4 Opérations.

La somme, produit et composée de fonctions polynômiales est une fonction polynômiale.

Si (P,Q) ∈ R[x]2 alors P +Q ∈ R[x], P ×Q ∈ R[x] et P ◦Q ∈ R[x]

Propriétés : (de la somme et du produit)

Soient P , Q et R trois éléments de R[x], on a alors :
1. 0 + P = P , P +Q = Q+ P , (P +Q) +R = P + (Q+R)

2. P × 1 = P , P ×Q = Q× P , P × (Q×R) = (P ×Q)×R

3. P × (Q+R) = P ×Q+ P ×R

Proposition.

Pour m ∈ N∗,

➀ Le produit de m fonctions polynômiales est une fonction polynômiale.

➁ Si P ∈ R[x] et m ∈ N∗ alors Pm ∈ R[x]

Complément : Coefficients du produit de deux polynômes.

Soient P : x 7−→
n∑

k=0

akx
k et Q : x 7−→

m∑
k=0

bkx
k

:

P (X)×Q(X) =

n+m∑
k=0

 ∑
i+j=k

aibj


︸ ︷︷ ︸

coefficients de P×Q

Xk

1.5 Dérivée

Proposition.

La dérivée d’une fonction polynomiale est une fonction polynomiale.

Remarque :

Si P : x 7−→
n∑

k=0

akx
k alors P ′ : x 7−→

n∑
k=1

kakx
k−1 ou encore : P ′ : x 7−→

n−1∑
k=0

(k + 1)ak+1x
k

1.6 Degré.

Définition :

Soit P ∈ R[x],
si P = 0 alors deg(P ) = −∞
si P : x 7−→ a0 + a1x+ · · ·+ anx

n avec an ̸= 0 alors deg(P ) = n

Théorème :

Soient P et Q deux fonctions polynomiales.

➊ deg(P +Q) ⩽ max{deg(P ); deg(Q)}
➋ deg(P ×Q) = deg(P ) + deg(Q)

➌ Pour tout m ∈ N∗, deg(Pm) = mdeg(P )

➍ Si deg(P ) ⩾ 1 alors deg(P ′) = deg(P )− 1

1.7 Intégrité

Théorème : Intégrité.

Soient P et Q deux fonctions polynômiales,

P ×Q = 0 ⇐⇒ P = 0 ou Q = 0
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2
Racine d’une fonction polynômiale.

2.1 Définition.

Définition (Racine de P ) :

Soient P ∈ R[x] et α ∈ R,
Dire que α est une racine de P signifie que : P (α) = 0

2.2 Racines et factorisation.

Lemme :

Pour tout α ∈ R,

∀k ∈ N, ∃Qk ∈ R[x] : ∀x ∈ R, xk − αk = (x− α)Qk(x)

Théorème :

Soient P ∈ R[x] et α ∈ R,
P (α) = 0 si, et seulement si, il existe Q ∈ R[x] tel que P : x 7−→ (x− α)Q(x)

Théorème :

Soient P une fonction polynômiale et k un entier naturel non nul,

Si α1, α2, . . . , αk sont k racines distinctes de P alors

∃Q ∈ R[x] : P : x 7−→ (x− α1)(x− α2) · · · (x− αk)Q(x)

Corollaire :

Soient P une fonction polynômiale et n un entier naturel non nul,

Si P est de degré n et α1, α2, . . . , αn sont n racines distinctes de P alors

∃λ ∈ R : P : x 7−→ λ(x− α1)(x− α2) · · · (x− αn)

2.3 Nombres de racines d’un polynôme.

Soient P et Q deux fonctions polynomiales et n un entier naturel.

(1) Si α1, α2, · · · , αn sont n racines distinctes de P et si deg(P ) = n,

alors il existe λ ∈ R tel que : ∀x ∈ R, P (x) = λ(x− α1)(x− α2) · · · (x− αn),

(2) Si P est de degré n (Ce qui impose P ̸= 0), alors P a au plus n racines distinctes.

(3) Si P est de degré inférieur ou égal à n et si P a (n+ 1) racines distinctes, alors P = 0.

(4) La seule fonction polynômiale ayant une infinité de racines est la fonction nulle.
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2.4 Ordre de mutiplicité.

Définition :

Soient a ∈ R, P une fonction polynomiale non nulle et m un entier naturel non nul.
Dire que α est une racine de P d’ordre de multiplicité m

signifie qu’il existe Q ∈ R[x] tel que :

∀x ∈ R, P (x) = (x− α)mQ(x) et Q(α) ̸= 0.

2.5 Lien entre dérivée et racines multiples.

Théorème :

Soient α ∈ R et P ∈ R[x],
α est une racine multiple de P , si et seulement si, P (α) = 0 et P ′(α) = 0.

2.6 Fonction polynomiale de degré impair

Théorème :

Soit P une fonction polynomiale réelle,

Si le degré de P est un entier impair alors P a au moins une racine réelle.
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