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Exercice 1 :
1) Pour n > 3,

3 x" n3 l.nfgi
n! n(n—1)mn-2)" "(n-3)!
n3 3 xn—S

donc | n° — ~

2) Soit x un réel quelconque,
="
. L . x 5 L. .
on sait que la série — - est convergente (c’est une série exponentielle),
n>=0

‘mln—S n—3

]

on en déduit que E converge, puis que E \x|3 converge elle aussi.
>3

> (n—3)! s (n —3)!
n—3 n
T
| (d’aprés 1) ) et ces termes généraux sont positifs ou nuls donc E nB—' est
n=0

5 2" i

or n

3
n! n—+oo @] (n—3)!

xn
absolument convergente et enfin (ACV = CV) la série Z n3—' est convergente,
= "
Autrement dit :

| pour tout z € R,  S(x) est bien définie |

Remarque : On peut traiter a part le cas particulier x = 0.
3) Soit (a,b,c,d) € R,

a+bX +cX(X -1 +dX(X -1)(X-2)=a+(b—c+2d)X + (c—3d)X* +dX?

donc (en identifiant les coefficients)

a - 0
X =a4+bX +eX(X -1 +dX(X —1)(X —2) < b—zjgg = 8
d = 1
a = 0
— b= 1
c = 3
d = 1
(X=X +3X(X -+ X(X - 1)(X —2)]
4) Pour n > 3,
" gt "~ 2k
>k 0= STk +3k(k — 1) + k(k — 1)(k — 2)) o d’aprés 3)
k=0 k=0
n .’Ek n .’Ek n xk
= Zk—' + 32:k(k—1)H + Zk(k—l)(k_Q)H
k=0 k=0 k=0
n LL‘k n .Cck n xk
— Zk—' - Ziz:k:(k:fl)H + zk(kfl)(k*mﬁ
k=1 k=2 k=3
n k—1 n k—2 n E—3
€T €T x
k=1 (k 1) 2 (k 2) k=3 (k 3)
_>—+> ze® + 3z%e” + a’e” (Limite des sommes partielles de séries exponentielles)

Pour tout z € R, S(z) = (z+ 32> +2%) e” ‘

1



Exercice 2 :

1) Soit P =aX +b € Ry[X],

1
Il existe un et un seul polynéome P € R;[X] tel que P(0) =1 et P(1) = 3

2) Soit P = aX?+bX + ¢ € Ry[X],

PO)=1 c=1
1 1
P(l):§ — a+b+c:§
1 1
1
Cl+b = —§
2
= dat2 = -3
c = 1
1
a+b = 75
4
e
—2b = =
3
c = 1
1
“ =5
= py - 2
3
c = 1

1 1
Il existe un et un seul polynoéme P € Ry[X] tel que P(0) =1, P(1) = 5 et P(2) = 3

3) Soient P; et P, deux polynomes de R, [X], vérifiant Vk € [0;n], P(k)=——

On aalors : P — P, € R, [X] et Vk € [0;n], (P1— FP)(k)=0,
donc le degré de P, — P» est inférieur ou égal a n et ce polyndme a au moins (n + 1) racines distinctes

d’ou P; — P, =0 ou encore P, = P

1
il existe au plus un polynéome P € R, [X] tel que P(k) = 1 pour tout entier k € [0, n]
1
4) a) ona: Q(X)=(X+1)P(X)—1 donc pour tout k € [0,n], Q(k) = (k+1)P(k)—1 et comme P(k) = 1

on obtient Q(k) =0

| chaque entier k € [0,n] est une racine de Q(X) |

b) Les entiers k € [0,n] sont n + 1 racines distinctes de Q(X) qui appartient R,,41[X] donc

n

il existe une constante A € R telle que : Q(X) = A H(X —k)
k=0




¢) D’une part : Q(X) = (X + 1)P(X)—1 donc Q(—-1)= -1

d’autre part : Q(X) = A H (X —k) donc Q(-1)=2AX H(—l —k)=(=1)""(n+1)! et ainsi :
_ =D
A= (n+1)!

5) a) On note R(X ) (X)
R(X) n+1 H dOIlC R( ) 1+ (;_j)l)!(l)nJrl(nJr 1)! —14 (71)2n+1

donc R(—1) =0 et ainsi (caractérisation) il existe P(X) € R[X] tel que R(X) = (X + 1)P(X)

(El_j)ln), H(X — k) on a deg(R) = n+ 1 et ainsi P(X) € R,[X]

k=0

comme de plus Q(X) =

En conclusion :

il existe un polynome P(X) € R,[X] tel que Q(X)+1= (X +1)P(X) |

b) En prenant le polynéme obtenu a la question précédente on a (X +1)P(X) =1+

on a donc P(X) € R, [X] et pour tout k € [0,n], (k+1)P(k) =140 donc P(k) = ——

on a donc l'existence du polynome recherché et la question 3) avait établi 'uniciteé.

1
Il existe un et un seul polynome P(X) € R,[X] tel que P(k) = 1 Pow tout entier k € [0,n]

Probléme.
n—1
1) a) A(I,—N)= Z(Nk — N**1) | on reconnait une somme télescopique qui donne A(I,, — N) = N° — N™.
k=0
et comme N™ =0 on a donc A(I, — N) =1,, on montrerait de méme (I, — N)A =1,

’ A est inversible et que A=t =1, — N ‘

b) Soit k € N*,

A7 = (A
= (I, - N)*
k R\
= Z(—l)Z ( ,)Nz formule du binéme car NI, = I, N
1
=0

n—1
B\
Remarque : Comme N" =0, pour k >n —1, Ak:Z(—l)i( )NZ
i=0
2) a) (N+N*)=1;, (N+N?»'=N+N?
et comme N® =0, ona: (N + N?)?= N? et pour tout k >3, (N + N?)* =

b) I3 et N + N? commutent donc on peut appliquer la formule du binéme :

k

Ak = Z(]Z)(N+N2)7‘

=0
_ 2y k(-1 22
= Iz3+k(N+N°)+ 5 (N + N¥) (car pour k>3, (N +N*)"=0)

k(k —1

= I+ k(N+N?+ 5 ) e



k(k+1)
2

lorsque k € [2, +oof, A*¥ = Is + kN + N?

Remarque : cette égalité est encore vraie pour k =0 et k = 1.

k(k+1)

010 0
g N=|0 0 1|, N>°=| 0 N? donc
00 0 0

o O O

1
0 | etpour keN, A*¥=I34+kN+
0

i k(k+1)
k_ 2

VkeN, A°= 1 L

0 1

OO =

2
d) En utilisant le résultat de la question 1) b) on peut affirmer que : pour k > 2, A7k = Z(—l)l( )NL

i=0
i k(k—1)
donc Vk =2, AF= 0 1 }k et on peut vérifier que pour k£ = 1 c’est encore vrai.
0 0 1
k(k—1
k -k ( 2 :
Vke N, A" = 0 1 Zk
0 0 1

Remarque : Les résultats des deux derniéres questions permettent d’affirmer que :

1 k(k+1)
VkeZ, AF=| o 2
0 0 1
n 1— ¢t
3) a) Lorsque t €] — 1,1], thk =1 et comme nglfoo t"=0
- (suite géométrique de raison dans | — 1;1[) ,
1

n—+oo | —

b) S,(X)=> kX*!, donc
k=1

1-X).8(X) = > kx'-Y kx*
k=1 k=1

n—1 n
= Y (k+1XF - kX"
k=0 k=1
n—1
= X°+) X*F - nx
k=1

= > XF — (n+1Xx"
k=0

[(1-X).S(X)=8.(X)—(n+ 1)X" |

c¢) On fixe t dans | — 1, 1],
on a d’aprés la question précédente : pour tout n: (1 —1¢). S, (t) = Sn(t) — (n+ 1)t"

1
et comme Sy (%) oy 1 (Question 3)a)) et ((n+1).t") oy 0 (croissance comparée))

1
il vient (1—1¢).S)(t) — -——, puis:

n—+oo 1 — ¢




4) a) La question 2)b) donne pour n =3 et k € [2, 4-00], A¥ = I3 + kN +

(n+1)!

d) Montrons par récurrence finie sur k que Vk € [1,n], (1-X).S®(X) = k.S¢D(X) — CEE]

n
e Pour k=1,
cette propriété a été démontrée a la question 3)b).

(n+1)!

i _ (1 (k) _ (k—1) R Y L e
oSo1twtelque.(l X). S5 (X) k.S) (X) (n—kz+1)!X
en dérivant chaque membre on obtient :
!
SO0+ (1 XSV = kSO0 - I s
n—k)!

en ajoutant Sr(f) (X) de chaque coté de cette égalité on obtient :

(1)
(n—k)!X '

(1-X)SF(X) = (k+1).509(X) ~

on reconnait la propriété au rang k + 1

donc, si la propriété est vraie & un rang k, alors elle ’est au rang k + 1.

En conclusion on obtient bien :

_ (k) _ (k—1) ~ (n+ 1) n—k+1
pour tout k € [1,n], (1—X).Sy(X) = k.S V(X) CETES] X
0 n+1 I\ k—1
e) i ((Wk:—i—)l)' = H i ou encore m = H(n +1—14) (k facteurs équivalents a n)
n— ! n— !
i=n—k+2 i=0

(n+1)! %

donc m n—::—oo n

!
ii. La question 3)e) domne : (1 —1¢).S®(t) = k.SE D) — m
(k—1)!
n—+o0 (1 — t)k
(m+D! L kn
n—k-+1)! t n—;\—;-oo tkfln t n—>—+>oo 0
( +1)

tnfk%»l (*)

On a d’une part : S~ (¢)
et d’autre part la question e)i. donne :

donc en passant  la limite sur égalité () il vient : (1 —¢)S%) (1) —

t btient bien :
B (17t)k’e on obtient bien

k!
(S"gk)(t))nEN converge vers m

(k—1)!

H [
n—oo (1 — t)k
montrer & la question 3)f) que si elle est vrai & un rang k alors elle 'est au rang &k + 1,

iii. La propriété S~V (¢) a été initialisée a la question 3)b) pour k = 1 et nous venons de

On peut donc conclure (raisonnement par récurrence) que,

pour tout k € N*,  S¢=D() —

n

k(k+1)
2

N2

2 )
E—=144\ i 0 k 1 E+1\ o
de plus, ;—0( b1 )N =N +(k1)N +<k1>N

k(k+1
et K =k, Rl :udonc
k—1 k-1 2

on a bien vérifier la conjecture lorsque n =3 et k > 1.

n—1 )
, 0
b) Lorsque n >3 et k=1, on sait que Al = ZN’, de plus pour tout ¢ entre O et n — 1, < + Z) =1
i=0
donc :

La conjecture est bien vérifiée lorsque n > 3 et k = 1.

n—k+1
X ,



¢) 1. Le produit de deux polynémes donne :
n—1 n—1
(Lo ) (Sov
i=0 j=0
En substituant N a X et en sachant que pour m > n, N™ =0 on obtient :

n—1 n—1 n—1 /n—1
(Z a,-]\ﬂ) SN =) (Z aibmi> N™
i=0 =0 m=0

[~}

n—2

Z Z Clibj xm

m=0 i+j=m

j= =0

k—1+41
en prenant a; = ( i Jlrz) et b; =1 on obtient :
n—1 k71+l ) n—1 . n—1 m ]{}*1+Z
) (E) =SB0
i=0 7=0 m=0 \¢=0

ii. (ici, je choisis de ne pas redémontrer la formule du cours)

n n n+1
11 suffit d’appli la f le : + +
su appliquer la formule <p> <p+1> <p+1)
pour tout i € [0,n — 1], (k;i—li-z>_<k;—z>_<k+;—l)
Lo (ki k+i—1 k+m -1\ k—1\
iii. 2 (( h )—( h ))—( k )—( k )(telescopage) or( k )—O, donc

I
pour m € [0,n — 1], Z(kk—li_l> = (k—ll;m)

m
=0

n—1 . n—1

kE—1 : A

iv. On sait que A¥ = E < i ;’_Z)NZ et A= E N*
i=0 i=0

n—1 m .
k—1
en utilisant 4)c)i., il vient : A*1 = Z [Z < k Jlrz)

m=0 Li=0

Nm

n—1
k
et avec le résultat de la question 4)c)iii., il vient : AR+ = Z ( ;m) N™

m=0

propriété au rang k + 1.

d) On a raisonné par récurrence sur k :
e on a montré linitialisation dans la question 4)b)
e puis dans la question 4)c) on montre que :

si la propriété est vraie & un rang k, alors elle I'est au rang k + 1.

n—1 R
k—1 .
En conclusion, |pour tout k € N*,  AF = Z ( . —1&—z> Nl
=0




