BCPST 24

’Correction du devoir surveillé du 19 octobre 2024

Exercice 1 :
1) T, =2XT, — Ty =2X% — 1,

Ty =2XT, — Ty = 2X (2X* —1)

— X =4X3 - 3X,

Ty =2XTs — Tp = 2X (4X® —3X) — (2X? — 1) = 8X* —8X? + 1, donc

2) a)

b)

d)

3) a)

| T,=2X%-1, T3=4X°-

3X et Ty=8X*-8X%+1

def polyT(m, x):
if n==0: return 1
u, v=1, x
for k in range(n-1):
u, v = v, 2%x*v - u
return v

[1] représente Ty,

[0, 1] représente 17,

[-1,0,2] représente Ty,

[0, -3, 0, 4] représente T3,
[1, 0, -8, 0, 8] représente T},

def suivant(P_0, P_1):

n0, nl1 = len(P_0), len(P_1)
n = max(n0, nl + 1)
S =1[0 for k in range(n) ]
for k in range(nl):

S[k+1] = 2*P_1[k]
for k in range(n0):

Skl = S[k] - P_O[k]
return S

# il faut n-1 tours pour que v contienne u_n

# On cherche la taille de la liste représntant 2XP1-PO
# On met dans S les coefficients de 2XP1

# On soustrait a S les coefficients de PO

C’est le méme programme que dans a) mais avec des polynomes.

def polynome_T(n):
if n == 0: return [1]
U, v = [1], [0,1]
for k in range(n-1):
U, V=1V, suivant(U, V)
return V

On note pour chaque entier n € N la propriété P,, suivante :

"Ty, est un polynome a coeflicients entiers, Ty, est de degré n et T,(—X) = (=1)"T,(X)"

Initialisation :

Les polynoémes Ty = 1 et T3 = X sont a coefficients entiers et de degrés respectifs 0 et 1 .

De plus, on a Tp(—X) = 1 = (—1)°Tp(X)

Ainsi, P(0) et P(1) sont vraies.

et Ti(—X)=-X=(-1)Ty(X).

Hérédité : Soit n € N. Supposons que P(n) et P(n + 1) sont vraies et démontrons P(n + 2).

- Le polynéme T, 1o = 2XT,+1 — T}, est a coeflicients entiers puisque ses coeflicients sont obtenus en ad-
ditionnant et multipliant par des entiers les coefficients de T,, et T;,+1 qui sont des entiers d’aprés P(n) et

P(n+1).

- Comme deg Ty, 11 =n+ 1 d’aprés P(n+ 1), on a deg 2XT,,41 =n + 2.

Dés lors, puisque deg T,, = n d’aprés P(n), les deux polynomes 2XT,,11 et T,, sont de degrés distincts donc
deg(2XT, 11 — T),) = max {deg2XT, +1;deg T, } = n+ 2. Donc deg T}, 12 =n+2.

- Et enfin :

7}L+2( )

2
2(=X)(-1
(=
(=

Conclusion :

(=X)Th41(—=X) — T, (—X) relation définissant la suite (7},)
" (X)) = (=1D)"T,(X)  par H.R.

D2 (2X T 1 (X) — To(X))  car (=1)" = (—1)"*2

1) 2T, 40

X) relation définissant la suite (75,)

[pour tout n € N, T,, est & coefficients entiers, de degré n et satisfait T,,(—X) = (—1)"T,(X)]
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b) Soit n € N. D’apreés la question précédente, T, 41 est de degré n+ 1 et T), est de degré n donc le coefficient
dominant de 2XT,,+1 — T, est celui de 2XT,, 41, c’est-a-dire 2a, 4.

Comme 2XT,, 11 — T, = Ty42, on en déduit que 2a, 11 = apyo.

Cela démontre que (an)n>1 est une suite géométrique de raison 2.

On en déduit que ¥n > 1,a, = 2" tay. Or a; = 1 puisque 7 = X, donc
’Vn >1, a,=2"""1

c¢) Comme Tp=1,T1 =X et VneN, T,10=2XT,4+1 — Ty, 0on a
To(O) =1, Tl(O) =0 et VneN, Tn+2(0) = _Tn<0)

donc la suite (T,+1(0)) est constante égale & 0 et que la suite (75,(0)) vérifie Vp € N, T5,(0) = (—1)”. Donc

0 si n est impair,

VYneN, T,(0)= {

(—=1)™2  sin est pair.

4) a) On sait que : cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b) et cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b)
donc (en sommant membre a membre) on obtient : cos(a + b) + cos(a — b) = 2 cos(a) cos(b)

1
pour tout (a,b) € R*,  cos(a) cos(b) = 3 (cos(a + b) + cos(a — b))

b) Montrons par récurrence double sur n que, pour tout n € N, T}, (cos(8)) = cos(nb).

notée Py,
Initialisation : On a Ty(cosf) =1 = cos(0 x ) et Ty (cosf) = cosf = cos(1 x ),
donc P(0) et P(1) sont vraies.

Hérédité : Soit n € N. Supposons que P(n) et P(n + 1) sont vraies et démontrons P(n + 2). On a

Tt2(cos(8)) = 2(cos(8))Tnt1(cos(8)) — T, (cos(9)) relation définissant la suite (7},)
= 2(cosB) cos((n + 1)) — cos(nf) par H.R.
= cos((n + 2)0) + cos(nd) — cos(nf)  avec la formule de 4)a)
= cos((n +2)6)
).

on a bien montré P(n + 2

Conclusion :

[Vn €N, T,(cosf) = cosnf]

™ 0
c) La relation de la question précédente appliquée pour 6 = 5 implique que T;,(0) = cos (n§), ce qui permet
de retrouver

0 si n est impair,

VneN, T,(0)=
" © {(—1)”/2 si n est pair.

d) Soit 0 € R,
T, (cos(f)) = 0 <= cos(nf) =0

<~— dk e Z, n9:g+k7r

2k + )7

— JdkeZ 0=
2n

On en déduit que

:O,

Vk e [0,n—1], T, (COSM)

2n

de plus la fonction cos est strictement décroissante sur [0, 7] donc

3 5 2n — 1
cos (21) , COS (W> , COS (;) s .,COS <M> sont n racines distinctes de T,.
n n

2n 2n

e) On sait que T, est de degré n et on vient de trouver n racines distinctes donc il existe A tel que

n—1
2k + 1)m
Vn > 1, n——)\|| X — cos —— /7
n I kzo( €08 —— ~



or pour n > 1 on a montré a la question 3)b) que le coefficient dominant de 77, vaut 2"~ 1.

Vn>1, T,=2""1 H (X — cos (M)>
o 2n

5) a) Soit 0 € R,

R, (cos(0)) = T,(cos(8)) — S,(cos(h))
= cos(nfd) — cos(nb) (d’aprés 4)b))
= 0

| Ru(cos(6)) =0 pour tout § €R |

b) Ry(cos(f)) =0 pour tout # € R donc T,, posséde une infinité de racines (tout les réels de [—1, 1])
donc R,, est le polynéme nul et ainsi :

Sy =T,

6) a) D’aprés 4)a) on a V8 € R, f(6) = cos(nd).

f est de classe C™ et VO € R, f/(0) = —nsin(nf) et f”(0) = —n?cos(nb)
(V0 eR, f"(0) +n*f(0) =0 |

b) On a aussi V8 € R, f(6) = T, (cos(6)) donc

1(0) = —sin()T (cos )
" (0) = — cos(0)T,(cos 0)
= —cos(0)T} (cosb) +

+ sin?(0) T (cos 0)
(1 — cos®(8)) Ty (cos 6)

En remplacant cela dans I'équation différentielle f”(6) + n®f() = 0, on a donc :
V0 €R, (1 —cos®(0)) T, (cos) — cos(0)T,(cos 0) + n’Ty,(cos§) = 0

il vient que le polynoéme (1 — X?)T)/(X) — XT)(X) 4+ n*T,(X) = 0 admet une infinité de racines, donc
| (1-X°)1)/(X) = XT;,(X) + n’Tn(X) = 0]

7) a) Soient n et p deux entiers,

I,, = /cos(nt)cos(pt)dt
0

— ;Anmqm+mw+mdm—mmdt

= ;/Oﬂ cos((n + p)t) dtJr;/O7r cos((n — p)t)dt

Or on remarque que / cos(kt)dt = mli—g (i-e : / cos(kt)dt =7 si k=0 et / cos(kt) dt = 0 sinon)
0 0 0
On en déduit que;

Osin#p, Ing=0 @sin:p#OIn,q:g et @sin=p=0alorsl, =7

b) (non corrigé)

Exercice 2 :

1) - La premiére fonction ne fonctionne pas car elle renvoie True dés qu’il y a au moins un coefficient nul sous la

diagonale (alors qu’il faudrait que tous les coefficients sous la diagonale soient nuls).

- La seconde fonction ne fonctionne pas car elle renvoie False pour la matrice nulle (qui est pourtant triangulaire
supérieure!).

- La troisiéme fonction fonctionne bien. Elle s’arréte et renvoie False dés qu’elle rencontre un coefficient non nul
sous la diagonale. Lorsque, au contraire, tous les coefficients sous la diagonale sont nuls (i.e. lorsque la matrice
est triangulaire supérieur), elle renvoie bien True.

- La quatriéme fonction ne fonctionne pas car elle détecte les matrices triangulaires inférieures et non supérieures.
Remarque : Dans le sujet original il y avait deux coquilles : il manquait un espace a la premiére ligne de

testTrianSup3 et il y avait une erreur d’indentation & la troisiéme ligne de testTrianSupd (pas d’erreurs
ailleurs).



2) def testsym(A):

nbLignes, nbCols = A.shape
if nbLignes != nbCols: # Si la matrice n’est pas carrée

return False # on renvoie False
for i in range(Nb_lignes(A)):

for j in range(i):

if A[i103] '= A[§1[4]:
return False # On ne renvoie True que lorsqu’on a parcouru

return True # Tous les coefficients sous la diagonale.

3) Cette fonction testMystere renvoie True si la matrice A posséde exactement un élément non nul dans chaque
colonne, et renvoie False sinon. En effet, la variable compteur compte le nombre d’éléments non nuls dans une
colonne donnée ; si ce nombre différe de 1, la fonction s’arréte alors et renvoie False. Sinon I’exécution se poursuit
en examinant les colonnes suivante.

n
4) La iéme valeur de AX est la somme : Z a; jT;
j=1
def prodMat(A, X):
Y =1
n = len(X)
P> q = A.shape
if n !'= q: return None # on vérifie que le produit est possible
for i in range(p):
s =0
for j in range(n):
s += A[i,j1*X[j]
Y.append(s)
return Y # ou np.array(Y)

Exercice 3 :
1) a) (z,y,2) €F <= 2x+3y+2=0 <= z=—2z — 3y, donc
F= {(.13, Y, —2x — 3y) | (Z‘,y) € RQ} = VeCt((la Oa _Q)a (Oa 17 _3))

Ainsi :

- ’F est un sous-espace vectoriel de R®

- [((1,0,-2), (0,1, =3))] est une famille génératrice de F';
- cette famille est aussi libre (deus vecteurs non colinéaires), c’est donc [une base de F|.

On en déduit en particulier que dim F' = 2 = dim (Rg) — 1; ainsi,

F est un hyperplan de R?".

b) Je ne veux pas perdre de temps ici, jutilise un argument efficace :
I est I’ensemble des solutions d’un systéme homogéne donc F' est un sous-espace vectoriel de R",
de plus (ay, ..., a,) # (0, ...,0) donc le rang du systéme est 1 et ainsi dim(F) =n — 1.

’ F={(z1,...,2,) €ER" | a121 + ...+ apx, = 0} est un hyperplan de R"‘

c) Soit P =Y a; X" € R, [X],
k=0

PeF

J
=
N
I
e}

ol
-
o
Q
ol
(UV)
ol
I
(e}

k=1
n n

«— P= —Z3kak+zak‘Xk
k=1 k=1

donc F = Vect((Xk — Sk)lgkgn et la famille (Xk - 3’“)1<k<n est libre

(non nuls et de degré 2 & 2 distincts)



donc F est sous-espace vectoriel de R,,[X] de dimension n et comme dim(R,[X]) =n + 1 on a bien :
| F est un hyperplan de R, [X] |

d) Soit A = (‘”vl ‘“»2> c M>(R),

a1 a2

AcSHR) «— AT =4
a1 ag;a a1 ai2
— , , _ , ,
a12 a2:2 a1 a2
a1 = a1,2
= ’ ’
as,1 = a3
a a
A= 1,1 1,2
a2 a2
donc

S5 ([R) = {(ml m2> |(m1,m2’m3)€R3}

mo M3

= {m1A1 + m2A2 + m3A3 | (ml,mg, mg) c RS }

ennotant:Alz(é 8>,A2:<(1) (1)),143:(8 (1)>

Donc SQ(R) = Vect < Ay, A5, A3 > et (Al,Ag,Ag) est libre. m,a; + moAs + mgAg = 0= my = mg = mg =0
donc F est un sous-espace vectoriel de .#5(R) de dimension 3.
or dim(.#2(R)) = 4 donc

| S3(R) est un hyperplan de ./Z(R) |

2) a) OnaHC FCFE,doncn—1<dimF < n.
Deux cas sont donc possibles :
-lercas: dimF =n=dimF, auquel cason a F'=FE ( F C E et égalité de dimension);
- 2iéme cas : dimF'=n—1=dim H, auquel cason a F' = H ( H C F et égalité de dimension).

donc
’ F=HouF=F ‘
b) (h1,...,hn—1,w) est formée de n vecteurs et dim(F) =n
11 suffit donc de montrer que cette famille est libre.
n—1
Soit (A1,...,An) € R™ tel que Z AMhi + Ayw = 0g
k=1
n—1
si A, était non nul alors on aurait w = W Z Arhy mais ¢’est impossible car on a supposé w & Vect (hy, ..., hy—1)
" k=1
n—1
donc A, = 0 et alors il vient : Z Arhy et comme (hq,...,h,—1) est libre on a bien: (A1,...,A\p—1) = (0,...,0)
k=1
ce qui achéve la démonstration de la liberté de (hq,...,h,—1,w).

[ (h1,...,hn_1,w) est une base de F |

c) Euistence :
La famille (hy,...,h,—1,w) est génératrice de E donc :

Yu € E, 3()\1, .. 7>\n) ER": u=MAh1+...+ X _1hp_1 +Aw.

cH

Cela montre donc que :
Yue E, I(v,\) e HXR: u=v+ w

Unicité.
Pour cela, considérons vy,vs € F et A\, u € R, et supposons que v; + Aw = vy + pw. On a donc

v] — vy = (L —ANw

Mais alors, si A # pu, on a w =

3 (v1 — vg) € H ce qui est impossible car on a supposé w ¢ H.

Par conséquent, A = u, d’ou 'on déduit que v; —ve = O et donc que v; = vy. Cela prouve 'unicité recherchée.
Vue E, 3(v,\) € HxR: u=v+ |
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d) On sait que :
r=x1€1+ -+ xTpen
=z (v1 + Mw) + -+ 2 (U, + Aw)
=xv1+ ... F a0, + (Mz1+ ..o+ Ay w

eH

Double implication :
<) Supposons que A\1x1 + ...+ Az, = 0. Alors, d’aprés ce qui précede,
S A A 0. Al d’apré i préced

r=x101+ ... +txv, € H
(=) Supposons que z € H. On a alors :

x=_x 40w = 101+ ... F2p0, + (M21+ ...+ Ap2n) W
€H €H

donc par unicité de I’écriture dans la décomposition (*), on en déduit que Ajz1 + ...+ Az, = 0.
3) a) @ La fonction nulle appartient a F' (car elle est continue et d’intégrale nulle sur [0, 1]).
@ Soient f,g € Fet \,ueR.

1 1
Puisque f,g € F', on a / ft)dt =0 et / g(t)dt = 0. Mais alors :
0 0

1

| or+momar= [ arw g = [ swau [ oo

Ainsi Af + ug € F. On a donc montré que ’F est un sous-espace vectoriel de E ‘

b) Remarque du correcteur : On cherche & montrer Uexistence et lunicité d’un certain objet pour linstant
inconnu. On va donc procéder par analyse-synthése.

Soit f € E.
Analyse.
Supposons que f =g+ Ah avec A€ Ret g € F.

1
Alors par définition de F', on a / g(t)dt = 0.
0

Pour exploiter cela, passons & 'intégrale dans ’égalité f = g+ Ah :

/1 F(t)dt = /1g(t)dt+/\/1 h(t)dt
0 0 0
=0 =1

1 1
On en déduit donc que A = / f)dt, puisque g=f —Ah = f — </ f(t)dt> h.
0 0

Cela prouve que si (g, \) existe alors il est unique.

1
Synthése : Réciproquement, posons A = / ft)ydt et g = f — Mh.
0

On a bien f = g+ Ah.
Il reste a justifier que g € F'; or :

1 1 1 1
/0 g(t)dt:/o f(t)dt—A/O h(t)dt:/o Ft)dt — A =0.
1

Ainsi le couple (g, \) trouvé lors de 'analyse convient bien, ce qui établit existence d’un tel couple.
VfeE, 3(g,\) €F xR, [ =g+

4) e Déja, commencons par remarquer que H # E (en effet, par hypothése, w € E\H ).
Cela implique que dim H < n — 1 (en effet si l'on avait dim H = dim E, on en déduirait que H = E puisque H C E ).
e Notons p = dim H ; on cherche & prouver que p > n — 1. Pour cela, considérons une base (h1,...,h,) de H.
Puisque, par hypotheése, tout vecteur de E peut s’écrire comme somme d’un vecteur de H et d’un multiple de
w, on en déduit que

E = Vect (h1,...,hy, w)

Ainsi (hy, ..., hy,w) est génératrice de E; cela entraine que son cardinal (p + 1) est supérieur & dim(E) = n. En
d’autres termes : p > n — 1.
e En combinant les deux points précédents, on en déduit que dim H = dim £ — 1.
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Ainsi, ’H est un hyperplan de E‘

5) Commengons par remarquer que F ¢ H.
En effet, si I'on avait F C H, on en déduirait que F' = H (en effet dim F = dim H ), ce qui n’est pas le cas.
On peut donc considérer w € F\H. En appliquant le résultat (x) :

Vue E,I(v,\) € HxR: u=v+Aw

Notamment, en particulier :
Vu € [F|,3(v,A) € HxR: u=v+Aw.

Dans la décomposition ci-dessus, remarquons de plus que v=_u —A w € F.
~— ~—
cF €eF
Puisque v € H, on adoncv e HN F.
En résumé, on a donc trouvé un vecteur w € F\H = F\(H N F) tel que :

VYu e F,3(v,\) € (HNF)xR,u=v+ \w
D’aprés la question précédente, H N F' est donc un hyperplan de F. En particulier :

dm(HNF)=dm(F)—-1=dim(F)—-2=n—2

FIN DE LA CORRECTION



