BCPST 2,4 Samedi 23 novembre 2024

MODELISATION MATHEMATIQUE ET INFORMATIQUE

Durée : 3 heures ou 4 heures

L'usage d’une calculatrice est autorisé pour cette épreuve.

Chaque candidat est responsable de la vérification de son sujet d’épreuve : pagination et impres-
sion de chaque page. Ce controle doit étre fait en début d’épreuve. En cas de doute, le candidat
doit alerter au plus tot le surveillant qui vérifiera et, éventuellement, remplacera le sujet.

Ce sujet comporte 8 pages numérotéesde 1 a 8.

Si, au cours de I'épreuve, un candidat repere ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le
signale sur sa copie et poursuit sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu'’il a été

amené a prendre.

Ce sujet est constitué de deux problémes totalement indépendants.

Une annexe dans laquelle certaines commandes Python sont rappelées est jointe a la fin du sujet. Pour les questions

d’informatique, on considérera que les importations de modules nécessaires ont été préalablement faites.

Probléeme 1. Distance de Jukes-Cantor

LADN est la molécule support de I'information génétique de tout étre vivant. En comparant les séquences d’ADN de
plusieurs especes, on espere pouvoir suivre les différentes mutations qui ont amené a ces especes.

On rappelle que I’ADN est une suite de nucléotides, ces nucléotides étant identifiés par les lettres A,C, G, T.

Repérer uniquement les différences observées dans les séquences d’ADN ne permet pas d’estimer le nombre de
mutations subies par 'ADN, car cela ne permet pas d’'identifier des mutations en chaine.

On suppose que la probabilité de mutation d’'un nucléotide vers un nucléotide différent fixé, dans la petite période

1
de temps de durée h e |0, —
3a

1
, est égale a ah, avec a € ]0, 3 [ fixé. Par exemple, si un nucléotide est un A, dans la

période de temps de durée h, il mutera vers un C avec probabilité ah, vers un G avec probabilité ah et vers un T avec

probabilité ah.

Partie A. Un modele discrétisé
Dans toute cette partie 7 est un entier naturel et on considere un temps dont la mesure est discrétisée, c’est-a-dire
que la mesure du temps s’écoule par a-coups, et non de fagon continue; on prendra arbitrairement & = 1.
P(An)
. PC| . e L
On définit alors pour tout n € N le vecteur X, = PGy | ol A, (resp. Cy, Gy, Ty ) est 'événement «le nucléotide
n
P(Ty)
observé est un A (resp. C, G, T) au bout de n unités de temps ».

1) Justifier que si le nucléotide est un A au temps n, alors il restera A au temps n + 1 avec une probabilité 1 — 3a.

2) Montrer que pour tout n, on a X, 1 = MX,, ot M désigne la matrice

1-3a a a a
a 1-3a a a
M=
a a 1-3a a
a a a 1-3a

3) a) Résoudre sur ., (R) le systeme MX = (1 -4a)X.
(on donnera l'ensemble des solutions sous la forme d’un espace engendré)

b) Donner sans justification une matrice colonne non nulle X; telle que M X; = X;.



4) Onnote: P =

— = =
(]
|
p—
(]

0 0 -1
a) Démontrer que si une matrice est symétrique et inversible alors son inverse est elle aussi symétrique.
Ici on ne redémontrera pas le théoreme sur l'inverse d’'une transposée.
b) Montrer que P est inversible et déterminer pl
¢) Vérifier que P~' MP est une matrice diagonale que 1'on notera D.
d) Endéduire M" en fonction de P~1, D, P et n.
5) Déterminer I'expression de X, en fonction de n, M et Xp.

6) On suppose qu'au temps 0, le nucléotide observé est un A . Quelle est la probabilité que le nucléotide observé
au bout de n unités de temps soit un A?

Partie B. Un modéele continu

Dans cette partie, on considérera un temps dont la mesure est continue et pour lequel I'instant initial se situe au

1
temps ¢ = 0. On rappelle alors que dans la période de temps de durée h, avec h € |0, 32l la probabilité qu'un
a

nucléotide X mute vers un nucléotide fixé Y différent de X est égale a ah.

Préliminaires

7) a) Soit A un réel strictement positif. Donner I'’ensemble des solutions de 'équation différentielle homogene

VEeER, ¥ (1) = —4Ay(1)

b) Rechercher une solution particuliére a I'équation
VEER, y'()=A1-4Ay(D)
et en déduire ’ensemble de ses solutions.
Cette question servira dans la partie B-1.
8) Soit f une fonction strictement positive sur un intervalle.
Montrer que f etlnof ontles mémes variations sur cet intervalle. (on montrera que : f est croissante si et seulement
si, Inof est croissante et f est décroissante si et seulement si, Ino f est décroissante )
9) SoitmeNetneN” telsque m < Zn, déterminer 'ensemble des solutions de I'inéquation d’'inconnue d € R,

_4d
4m—3n(1—e 3 )20

Les questions 8) et 9) serviront dans la partie B-11L.

B-1.

On s'intéresse pour l'instant a une unique position dans la séquence d’ADN, qui évolue au cours du temps. On
considére alors un nucléotide donné, et on notera pour tout ¢ € Ry, p..(#) la probabilité que le nucléotide soit passé
de z au temps 0 a x au temps ¢. Par exemple, pac(2,7) est la probabilité que le nucléotide observé passe de A a G en

2,7 unités de temps.

P(A()
. P(C@O)| . e . .
On définit alors le vecteur X (1) = PGD) , ol A(f)(resp. C(1), G(1), T (1)) est]’événement «le nucléotide observé est
t
P(T (1))
un A (resp. G, G, T) au temps £ >.
1
On admet que pour tout te Ry et he |0, 32l ona: X(t+h)=R(hX(t)
1-3ah ah ah ah
h 1-3ah h h
ol R(h) désigne la matrice de 44 (R): R(h) = * ¢ “ «
ah ah 1-3ah ah
ah ah ah 1-3ah



10) Montrer que pour tous temps t R, et h e

l
0,—|:
3a
P(A(t+ h)) =1 -3ah)P(A(?)) + ah(l - [P’(A(t)))

11) On définit la fonction ¢ 4 : £ — P(A(?)), et on admet qu’elle est deux fois dérivable sur R, .

h
b) En déduire que ¢ 4 est dérivable sur R, et déterminer I'expression de sa dérivée en fonction dea et de ¢ 4.

a) Calculer le taux d’accroissement en fonction de a et @ 4 (1).

12) En déduire, pour tout réel positif ¢, la probabilité P(A(¢)) en fonction de «, ¢ et P(A(0)).
13) En déduire que pour tout x € {A, T, G, C} et pour tout réel positif £, on a

(1+3e7%") six=A
pr(t) =

e N

(1—674‘”) six#A
Etant donnée la symétrie du modele, on admet que ce résultat reste vrai si on remplace A par C,G ou T.

B-II.

On considére maintenant une séquence Z = z;2; -z, d’ADN de longueur n (c’est-a-dire composée de n nucléo-
tides, chacun identifié par sa position 7,1 < i < n, dansla chaine). On admet que chaque nucléotide dans la séquence
mute indépendamment des autres.

On suppose que de I'espéce dont provient cette séquence d’ADN Z est issue une autre espece, dont la séquence
d’ADN correspondante est X = x1x; - -+ X,. On cherche alors a estimer ce qu’on appellera la distance entre ces deux
especes.

On appelle m le nombre de nucléotides différents entre les deux séquences observées Z et X.

Lavaleur de — appelée p—distance, c’est I'estimation la plus simple de la distance entre deux séquences.
n

La distance évolutive réelle d séparant les deux séquences est le quotient entre le nombre de mutations séparant les

deux séquences et n la longueur de la séquence.

Commengons par présenter un exemple avec n =14 : Séquence de l'espéce d'origine
ACTGAACGTAACGC
7 N\
A A
C Substitution simple C—A
T T
G G
T—C—A Substitutions multiples A
A A
G—C Substitutions coincidentes C—A
G G
AT Substitutions paralleles T—A
A A
T—C—A Substitutions convergentes A-T
C C
G G
C Substitutions inverses C—-T—-C
ACTGTAGGAATCGC=Z X=AATGAAAGAATCGC

7

/

Z = A[C|TG[T]A[G]GAATCGC
X = A[A|TG[A]A[A]GAATCGC

3 12
Sur cetexemple: mvaut 3, p=— et d=—.
14 14



14) Onreprésente les séquences par des listes de n éléments de {0, 1,2, 3}

a)

b

~—~

C

~—

(Les nombres 0, 1,2,3 représentent respectivement les nucléotides A, C, G, T).

Ecrire une fonction Python p_distance(Z, X) qui prend comme argument deux séquences Z et X de
méme longueur et qui renvoie la valeur de la p—distance entre Z et X.
Ecrire une fonction mutation(X) qui modifie au hasard un des nucléotides de la séquence passée en
argument. (Un nucléotide est remplacé de maniere uniforme par un nucléotide différent).
On simule le modele avec le programme suivant pour obtenir la courbe ci-contre
n = 100
N = 150
espece = [ rd.randrange(4) for k in range(n) ]
X = especel[:] 1.50 e
x =[] 7
4
y = 0 1.25 z”
for i in range(N): 1.00 4 L’
mutation (X) s
p = p_distance(X, espece) 0.75 - L7
x.append((i+1)/n) ”z RN
0.50 ,’ e
y.append (p) R
plt.plot(x, Y» k) 0.25 #ﬁﬂﬁﬂ
plt.plot(x, x, ’b--7) 7
Plt . show () 0.00 1 |’ T T T T T T
0.00 025 050 075 100 125 1.50

i. Que contientlavariable espece au début de ce programme ? Est-elle modifiée au cours du programme?
ii. Que trace l'instruction: plt.plot(x, x, ’b--’) ?
iii. Que représente la courbe en noire vis a vis du probléme étudié?

(Les options de plt.plot vous permettent d'identifier la courbe tracée en noire)

On suppose que m < 1 n; dansle cas contraire, les deux séquences ont trop de différences pour pouvoir étre étudiées.

On pose alors d = 3at ou ¢ est la variable temps. On appellera distance de Jukes-Cantor la valeur de d maximisant la

" d . . : .
probabilité qu’au bout du temps ¢ = 3a’ une mutation aléatoire donne effectivement un nombre m de différences
a

entre les deux chaines.

d
Plus précisément, on note L(d) la probabilité que, au temps ¢ = 3a’ dans le cas d'une mutation aléatoire, le nombre
a

de différences observé soit effectivement égal a m. On appellera donc distance de Jukes-Cantor la valeur dded qui

maximise la fonction L.

15) Justifier que, pour tout réel positif d, L(d) =

=W

(1-e%),

n
m

)q(d)m(l—q(d))"m , ol g(d)=

16) On cherche alors dans cette question a trouver le d maximisant L.

a)
b)

c)

d

e)

d
Calculer sur R, la dérivée de InoL et justifier qu’elle est de méme signe que 4m —3n (1 - e_%).
En déduire alors le tableau de variations de L sur R,.
En déduire que la distance de Jukes-Cantor est donnée sur R, par
4m)

dA:—§ln(1—— .
4 3n

m ~
Comparer la p-distance — et d et interpréter cette différence.
n

Vérifier que dans 'exemple donné en introduction d et d ne sont pas du méme ordre. Donner une expli-

cation.

17) Pour tester I'intérét de cette distance on trace sur la figure précédente la courbe donnantla p-distance observé

en fonction du nombre de mutations estimé par la distance de Jukes-Cantor (courbe en rouge).

(Les options de plt.plot vous permettent d'identifier la courbe tracée en rouge)

4



18)

n = 100

N = 150

espece = [ rd.randrange(4) for k in range(n) ]
X = especel:]

x =[]
y = [
z = [] 1.50 |
for i in range(N): 125 4
mutation (X)
p = p_distance(X, espece) 1.00 -
x.append ((i+1)/n)
y.append (p) 0.75 7
(& compléter) 0.50 -
plt.plot(x, y, ’k:?) 0.25
plt.plot(x, z, ’r’) 0.00

plt.plot(x, x, ’b--?)

T T T T T T T
plt show() 0.00 025 050 075 100 125 1.50

a) Exprimer la p-distance observé en fonction de la distance de Jukes-Cantor.
b) En déduire laligne (& compléter) permettant de tracer la courbe en rouge?

c¢) Commenter cette représentation graphique.

Quelles sont les limites du modele décrit en B.II pour étudier les mutations des séquences d’ADN?

Probleme 2. Modele de Galton-Watson

Dans ce probléme, on s'intéresse a une population d’'individus, pouvant se reproduire par autofécondation selon

une loi de probabilité donnée. Un individu unique de cette population peut donc donner naissance a un ou plusieurs

descendants de facon autonome.

On suppose que, pour cette espéce, la reproduction d'un individu est indépendante de celles des autres individus.

On cherche a étudier la probabilité d’extinction de cette espece.

Partie A. Préliminaires :

Suites récurrentes de la forme u,,.; = f(u,)

Soit f une fonction continue sur un intervalle I vérifiant f(I) c I. (Autrement dit : I est stable par f)

Soit a € I, on note (u,) la suite vérifiant :

Up=a
VneN, upi1=f(up)

On admet qu'une telle suite existe et qu’elle est unique.

1
2)
3)

4)

Montrer que Vre N, u, € I.

Montrer que si (u#,) converge vers un réel ¢ appartenanta I alors f(¢) =/.
Montrer que si la fonction f est croissante alors la suite (#,) est monotone.

(On pourra raisonner par récurrence en distinguant deux cas : uy < Uy et uy < ug)

Ecrire une fonction Python suite(u0, n, f) quiprend enentrées un flottant u0, un entier n et une fonction

f et qui renvoie la liste des valeurs de uj pour k allant de 0 a n.

Cette fonction servira a la question 18)



les fonctions convexes

Dans cette partie, on considére une fonction ¢ définie sur un intervalle I de R. On suppose que ¢ est deux fois
dérivable sur I.

On dit alors que la fonction ¢ est strictement convexe sur [ si la fonction ¢’ est strictement croissante sur 1.

5) Pour unréel a € I, rappeler I'équation de la tangente a la courbe représentative de ¢ au point d’abscisse a.

6) Onveut montrer dans cette question qu'une fonction est strictement convexe sur [ si et seulement si sa courbe
représentative est strictement au-dessus de ses tangentes sur /, sauf au point de contact avec la tangente.
a) On suppose ¢ strictement convexe sur I, et on fixe unréel a € I.

i. Soit x> a.

Citer un théoréme ou une formule permettant d’affirmer qu'il existe un réel c € | a, x| tel que :
p(x)=@la)+¢'(c)(x-a).

On énoncera ses hypotheéses.

ii. En déduire que sur |a, +oo[ N I, la courbe représentative de ¢ est strictement au-dessus de la tangente

ala courbe en a.

iii. A l'aide d’'un raisonnement similaire pour le cas x < a, montrer que la courbe représentative de ¢ est

strictement au-dessus de la tangente a la courbe en a sur ] — 00, a[ Nnl.

b) On suppose que la courbe représentative de ¢ est strictement au-dessus de toutes ses tangentes sur I, sauf

aux points de tangences.

Onfixeaetbdans I,a<b.

b) —
i. Montrer que: ¢'(a) < w'
ii. Montrer que: ¢'(b) > M_

iii. En déduire que ¢’ est strictement croissante sur I, puis que ¢ est strictement convexe sur I.

Partie B. Un exemple

On considére dans cette partie uniquement que :
e au début de I'année 0, la population est constituée d'un seul individu

 a chaque année n € N, chaque individu présent donne naissance a 0, 1 ou 2 enfants avec probabilités
1 5

respectives ¢o = 3’ q = 3 et qo= g, puis meurt.
On rappelle que la reproduction des individus est supposée étre indépendante.
On notera alors X,, 'événement « au début de 'année n, 'espéce est éteinte », et p,, sa probabilité. On a donc py = 0.
7) Calculer le nombre moyen d’enfants par individu dans cette population.
8) Calculer la probabilité p; de 'événement X;.
9) Justifier que p» = % + gqo + gqg. On pourra éventuellement s’aider d'un arbre de probabilité.

10) De fagcon générale, montrer que pour tout entier 7,
Pn+1 = f (Pn),

1 5 2
ol f désigne la fonction définie sur [0, 1] par f(x) = 3 + gx + gxz.

11) Donner le tableau de variations de la fonction f sur [0, 1], puis en déduire les variations de la suite ( pn).
12) Montrer que la suite (p,) converge.

1

13) Justifier que pour tout €N, ona p, < P

14) En déduire la limite de (p,). Interpréter ce résultat.



Partie C. Le cas général
Dans cette partie, on suppose maintenant que :
¢ au début de I'année 0, la population est constituée d'un seul individu;
« a chaque année n € N, chaque individu présent donne naissance a k appartenant a [0, N|| enfants, puis meurt;
e N € N™* fixé correspond au nombre maximal d’enfants dans cette espéce.
Pour tout k € [[(), N ]] , on notera gy € [0, 1] la probabilité qu'un individu ait exactement k enfants.
On note toujours p;, la probabilité que I'espece soit éteinte au début de I'année n. On a donc toujours pg = 0.
15) Quelle est la probabilité d’extinction de 'espece si gy =12 Sigp=0?
Dans toute la suite du probleéme, on suppose donc que ¢ € ]0,1[. On suppose de plus que go + g1 < 1, de sorte

qu’il existe un k > 2 tel que gy # 0.

16) On note m le nombre moyen d’enfants par individu. Exprimer m en fonction des g, k € [0, N].
N

17) Justifier que pour tout n €N, pp.1 = f (py) oll f désigne la fonction définie sur [0,1] par f(x) = Y gix*.
k=0

18) a) Ecrire une fonction construction_f (q) qui prend en entrée une liste de nombres représentant une loi
N
de probabilité et qui renvoie la fonction f: x — Z quk. (ot len(q) =N+1)
k=0
Cette fonction doit renvoyer une fonction, pas un nombre.

b) Ecrire un programme Python utilisant les fonctions construction_f(q) et suite(u0, n, f) (de la

question 4)) et tragant les termes de p, en prenant pour exemple la loi de la partie B.
(Le programme doit représenter les points de coordonnées (n, p,) pour n allant de 0 a 100)
19) Justifier que la fonction f est croissante sur [0, 1]. En déduire que la suite (p,) converge.

20) Calculer f(1).

21) ]Justifier que la fonction f est strictement convexe sur [0, 1], puis donner I'équation de la tangente a la courbe

représentative de f en a =1 en fonction de m.
22) Dans cette question, on distingue deux cas selon la valeur de m.
a) Dans cette question uniquement, on suppose que m < 1.

i. Montrer que la tangente a la courbe représentative de f au point d’abscisse 1 est au-dessus de la droite

d’équation y = x sur [0, 1].
ii. En déduire que I'équation f(x) = x admet une unique solution sur [0, 1].
Indication : on pourra utiliser la valeur de f (1) calculée en question 20).

iii. En déduire lalimite de (pj).

b) Dans cette question uniquement, on suppose m > 1.
i. Montrer qu'il existe un réel c € ]0,1[ tel que f'(c) = 1.
ii. En utilisant un raisonnement par 'absurde, montrer que f(c) < c.
iii. Montrer alors qu’il existe un réel @ € ]0, c] tel que f(a) = a.
iv. Montrer que a est 'unique point fixe de f sur |0,1].
v. Montrer alors que la suite (p,) est a valeurs dans [0, a].
vi. En déduire la limite de la suite (pj).

23) Dans quel(s) cas I'extinction de I'espece est-elle certaine?

Partie D. Vitesse d’extinction.

On se place dans cette partie dans le cas de la partie B, ou1 la loi de reproduction est la suivante : un individu de
I'espece peut avoir 0 enfant avec probabilité 1 , 1 enfant avec probabilité g ou 2 enfants avec probabilité g

On note dans la suite a;,, le nombre d’individus au début de 'année n.

On rappelle que m est le nombre moyen d’enfants par individu.

On simule vingt fois I’évolution d'une espéce suivant cette loi de reproduction, et on trace I’évolution de la suite

a
(—n) en fonction de n.
mVl



On obtient avec le programme suivant le graphique ci-aprés :

def simul():
(a compléter)

m = (& compléter)
for _ in range(20):

x = [1]
for k in range(100):
s =0

for _ in range(x[k]):
s += simul()
x.append(s)
u = [ x[k]/m**k for k in range(0, 100)]
plt.plot(u, ’k:?)

plt.show()

0 20 40 60 80 100

24) a) Quelle valeur faut-il affecter a la variable m dans le programme précédent?

b) Ecrire la fonction simul () qui permet de simuler le modeéle de reproduction étudié dans cette partie.
25) Estimer a partir du graphique la probabilité d’extinction de cette espece.

N N ) s s . an ,

26) Dansles cas oul’espece ne s’éteint pas, que remarque-t-on pour la suite (W) aubout d'un temps assezlong?
27) Conjecturer les limites possibles pour la suite (a;,).
28) A quelles études le modele Galton-Watson s’adapte bien? Quelles sont les limites de ce modele?

Quelles propositions pourriez-vous faire pour améliorer ce modele?

Annexe Python

Dans le module matplotlib.pyplot importé sous I'alias p1t :
plt.plot(X, Y, ’r+-?) prend en entrée deux vecteurs ou deux listes de méme taille, et réalise le tracé des
points d’abscisses prises dans X et d’'ordonnées prises dans Y avec les options :
e symbole: ’> .’ point, >0’ rond, *h’ hexagone, >+’ plus, >x’ croix, ’*’ étoile, ...
e ligne: -’ trait plein, ’ : ’ pointillé, > -. > alterné, ...
e couleur: b’ bleu, ’r’ rouge, ’g’ vert, >c’ cyan, m’ magenta, *k’ noir, ...
Si on donne un seul argument a plt.plot, cela trace juste la suite des termes de X.

On utilise plt.show() pour afficher le tracé.

Dans le module random importé sous l'alias rd :
rd.random() simule la réalisation d’'une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur [0, 1[.
rd.randrange (n) simule la réalisation d'une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur [0, n—1]].

('ensemble des entiers k vérifiant: 0 < k< n)

FIN DU SUJET



