BCPST 24 2024/2025

’ Correction de la feuille_Calcul_7 : Intégrales généralisées.

Ex1: eI
(Rédaction 1)
1
La fonction f : ¢ — In(t) est continue sur ]0, 1], l'intégrale / In(t) d¢ est impropre en 0.
0
de plus la fonction F : ¢ — tIn(t) — ¢ est une primitive de f sur |0,1] et lim F(t) =0
t—0

(En effet, 1im+tln(t) =0 limite du cours ”croissance comparée”).
t—0

1
Donc / In(t) dt est convergente et vaut : F(1) — lim F(t) = —1
0

t—0+

T T
/ In(t) dt est convergente et / In(t)dt = -1
0 0

(Rédaction 2)
1
La fonction f : ¢ — In(¢) est continue sur ]O, 1], I'intégrale / In(t) dt est impropre en 0.
0

Pour z € ]0,1], /lln(t)dt— [tln(t)—t}l =—-1—-zln(z)+2 — -1

T z—0

(En effet, lim zln(x) =0 limite du cours ”croissance comparée”).
z—0+t

donc

1 1
/ In(t) dt est convergente et / In(t)dt = -1
0 0

1
FIGURE 1 — Illustration graphique de / In(t)dt = —1.
0



o I,

La fonction f : ¢t +— est continue sur ]1, 2], I'intégrale

S |
/1 Vi—1
2
dt:[Q\/t—l} =2-2v/zx—1 —>02 donc
xT xr—r

1
vi—1

2
1
Pour z €]1,2], /
z Vi—1

p) 2
1 1
———— dt est convergente et —dt=2
) = e o[ e
Y
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F1GURE 2 — Illustration graphique de dt = 2.
graphiq /1 —
o I3
0
La fonction f : ¢~ e’ est continue sur | — oo; 0], I'intégrale / e! dt est impropre en —oo.

de plus la fonction F : ¢ — e’ est une primitive de f sur ] —oo,0] et . lim F(t)=0 .
——00

0
donc / f(t) dt est convergente et vaut : F(0) — t_l}r_n F(t)=1

0 0
/ e! dt est convergente et / etdt =1

— 00 — 00

0
F1GURE 3 — Hlustration graphique de / eldt = 1.

—0o0

dt est impropre en 1.



oI,
2 2
Vi €]l 2, [t] =1 donc / [t] dt = / 1dt (intégrale d’une fonction continue sur un segment)
1 1

donc

2

2
/ [t] dt est convergente et / [t]dt=1
1 1

@ —

2
FIGURE 4 — Illustration graphique de / [t] dt = 1.
1

o Iy

1 "1
La fonction f :t+— 2 est continue sur |0, 1], Uintégrale / 2 dt est impropre en 0.
0

1
De plus la fonction F : ¢t — 5 est une primitive de f sur ]0,1] et }iﬂ(l) F(t) = 400, donc
—

T
1
/ o) dt est divergente
0

.IG

1 too
La fonction f : t —> o) est continue sur [1; 4o00[, I'intégrale / o) dt est impropre en +oo.
1

1
De plus la fonction F' : ¢t — 7 est une primitive de f sur [1,4+o00[ et . lir+n F(t) =0.
—+00

+oo 1
Donc / — dt est convergente et vaut : lim F(t) — F(1) =0 — (-1)
1 t t—+oo

+oo +oo

1 1

— dt est convergente et —dt=1
1 1

2 12

[ ) I7
: 1 . o "1 :
La fonction f :t+— n est continue sur ]0, 1], Uintégrale n dt est impropre en 0.
0

la fonction F': ¢t — In(t) est une primitive de f sur ]0,1] et thI% F(t) = —o0, donc
—

1
1
/ n dt est divergente
0




o Iy

+oo
La fonction f:t+— 5 est continue sur [0; +ool, I'intégrale / e dt est impropre en +oo.
0

141
de plus pour x € [0; +o0|,
x 1 x
/0 e dt = [arctan(t)} .
= arctan(xz) — 0
™
it 2

En conclusion :

e teo T
dt est convergente et ——dt=—
o 1412 o 1412 2

Les quatre derniéres intégrales divergent

oI

“+o0
™
La fonction f : ¢ — tan(t) est continue sur [O; 5 [, I'intégrale / tan(t) d¢ est impropre en +oo.
0

/O " tan(t) dt

de plus pour z € [0; +00],

x

[ - 1n(cos(t))}

= —In(cos(x))

0

— +o00
=5~

En conclusion :

—+o0
/ tan(t) dt est divergente
0

Ex2: oI
+oo
La fonction f : ¢~ te™" est continue sur [1; +oo, 'intégrale / te~"dt est impropre en +oo.
1
de plus pour z € [1;+0o0],

/j te~t dt [t(—e_t)}

x

x
— / 1 x (—e b)dt (ttett— —e " sont de classe C' sur [1,z])
1

r——+0o0

En conclusion :

+oo -0
/ te~t dt est convergente et / te tdt =2e7!
1 1

[ ] I2
+oo 9
est continue sur | — oo, +00[, l'intégrale / te™ dt est impropre en —oo et +oo.

— 00

f: t— te

—+oo
On remarque que f est impaire donc on étudie / tet dt
0

1
La fonction F' : ¢t — —§e_t2 est une primitive de f sur [0, +o0o[ et . liin F(t)=0.
—+00



o0 5
Donc / te”"" dt est convergente
0

et comme f est impaire on peut conclure

+o0 5 +oo 5
/ te™t" dt est convergente et / te™" dt =0

— O — OO

° I3
e La fonction f:t+—— 2~ est continue sur [0, +o0f,

1
e la fonction F : ¢t — —ge_tg est une primitive de f sur [0, +oo[ et , lim F(t) =0.

—+00

oo 3 1
Donc / t?e~"" dt est convergente et vaut : lim F(t) — F(0) = =
0 t——+oo 3

Foo 3 Foo 3 ].
/ t?e"" dt est convergente et / t2e " dt = 3
0 0

I, =I5 7 (non corrigé) Elle diverge.

.IG

1
e La fonction f :t+—— ——— est continue sur |1, +o00],
t1n(t)

e la fonction F : ¢ — In(In(t)) est une primitive de f sur |1,4o00[ et , liin F(t) = 400 donc
——+o00

400 1
/ ——— dt est divergente
1 tln(t)

Ex 3: 1) f; est continue sur R sauf en 0,
0

0
e FEtudions / f1(t) dt qui est de méme nature que / e! dt et égales en cas de convergence.
— 00

— 00

t — e’ est continue sur | — oo, 0], I'intégrale est impropre en —oc.

0
/ et dt

Pouer]—oo,O],

0

<]
xT

= 1—e”

— 1

T—r—00

0
/ f1(t) dt est convergente et vaut 1.
—0o0

+o00 +oo
e Ftudions / f1(t) dt qui est de méme nature que / 2¢~ ! dt et égales en cas de convergence.
0 0

t — 2e~ " est continue sur [0, +ool, 'intégrale est impropre en +oo.

x T
/ et dt = [ — 26_t]
0 0

g —26_m — (—2)
— 2

r——+00

Pour z € [0,+oo[,

+o0
/ f1(t) dt est convergente et vaut 2.
0

+o0 +oo

En conclusion : / f1(t) dt est convergente et /

—o0 —o0

fl(t)dt:/j) fl(t)dt+/0+oof1(t)dt

+oo
/ f1(t) dt est convergente et vaut 3.

— OO0




2) fa est continue sur R\ {—1,1}

+oo +oo
e Etudions / f2(t) dt qui est de méme nature que / 2 dt et égales en cas de convergence.
1 1

1
t— 2 est continue sur [1,+ool, Uintégrale est impropre en +o0.

Pour z € [1,—1—00[,

I <1,

+oo
/ f2(t) dt est convergente et vaut 1.
1

e, sachant que fo est paire on en déduit que :

-1
/ f2(t) dt est convergente et vaut 1.
— 00

1

1
e Etudions / fa(t) dt qui est de méme nature que / 1dt et égales en cas de convergence.
-1 -1
1

L’intégrale / 1 dt est convergente et vaut 2 donc
—1

1
/ fa(t) dt est convergente et vaut 2.
-1

En conclusion :

+oo
/ fa(t) dt est convergente et vaut 4.

— 00

+oo —+oo
3) Etudions / f3(t)dt qui est de méme nature que / 1de
0 0

x —+oo
Pour z € [0, 00|, / ldt=2 — 40 donc / f3(t) dt diverge.
0 0

r—r+00

En conclusion :

+o00o
/ f3(t) dt est divergente.

— 00

4) fy est continue sur R sauf en 0.

0 0
e Etudions / fa(t)dt = / (t> +1)dt  (de méme nature et égales en cas de convergence)
1 —1

t — % + 1 est continue sur [—1, 0].

0
/(t2+1)dt = {
1

w| 5

Wik 2

0

4

/ fa(t) dt est convergente et vaut 3
1

1 1
1
e Etudions / fa(t)dt = / % dt  (de méme nature et égales en cas de convergence)
0 0
1

t — — est continue sur } 0, 1}, I'intégrale est impropre en 0.

Vit



PourasE]O,l],

En conclusion :

e 10 4
/ fa(t) dt est convergente et vaut 3 <: 24+ )

— 00

+o0 +o0 1
5) Etudions / fs(t)dt = / n dt  (de méme nature et égales en cas de convergence)
1 1

T—+00

x 1 —+o0
Pour z € [1,400], / n dt =In(z) — +o0 donc / f5(t) dt diverge.
1 1

En conclusion :

+oo
/ f5(t) dt est divergente.

— 00

6) f6 est continue sur R sauf en 0.

0
e fs est nulle sur | — oo, 0] donc / fe(t) dt est convergente et vaut 0.

+o0 +o0 1
e Etudions / fe(t)dt = / 7 dt  (de méme nature et égales en cas de convergence)
0 0

Pour x € [0,—1—00[,

€T 1 T
/0 TIe dt = { arctan(t) } .
= arctan(x)
T
—
Tr—r+400 2

—+oo
/ fo(t) dt est convergente et vaut g
0

En conclusion :

—+o0
/ fo(t) dt est convergente et vaut g

— OO

Ex4: I
+oo
Sur | — oo, 0] et sur ]1, oo[ la fonction est nulle donc /

— 00

(1) dt = /O F(8) dt

+oo 1
et comme f est constante égale & 1 sur [0, 1], il vient : / f®)dt = / 1dt=1
—00 0
+oo too
/ 1j0,1((t) dt est convergente et / Ligap(t)dt =1
— 00 — 00
I,
+oo
Sur | — 00, 0] lintégrande est nul donc Iy = / e 2t dt (de méme nature et égales en cas de comvergence)
0
Y L o_)” 1
or pour z € [0, +o0], / et dt = {— ~e” } — =
0 2 0 z—+oo 2



+oo +oo
/ 1r, (t)e 2" dt est convergente et / g, (t)e ' dt = =
0

— 00

14

k+1 k+1
On remarque que pour tout k € Z, / [t] dt = / kdt =k
k

k

5 5
/ |t] dt est convergente et / |t] dt =10
0 0

Is

Rapidement.
-1 -1 -1
D’une part / eI g = / e! T dt et cette intégrale converge avec / ethdt =1
—0o0 — 00 —0o0
+o0 +oo
eIt g = / e 71 dt et cette intégrale converge avec / et ldt =1
-1

+oo
D’autre part /
-1

-1

+oo +oo
/ e~ 4t est convergente et / e It qe =2
— 00

— OO0

Remarque : On reverra cet exercice quand on aura le théoréme de changement de variable.

1
Ex 5 : / In(¢) dt est impropre en 0.
0

2
/ (t3 — 8) dt est 'intégrale d'une fonction continue sur un segment.
-2

3t T
e’ — . . € 1
/ dt est faussement impropre en 0 car lim =1 (Limite d’un tauz d’accroissement)
0

z—0 €T
/1

—+oo
/ ~t* 4t est impropre en +oo.
0

1

sin(?

/ ] —ﬁt) dt est l'intégrale d’une fonction continue sur un segment.
0

T
-5 dt est impropre en —oo.

— 00

2 In(t . In(t)
dt est impropre en 0 et faussement impropre en 1 car hm1 ron 1
0 o1 f —

(Limite d’un tauz d’accroissement)

H-

1
1
/ t2 dt est faussement impropre en 0 car lir% e 2 =0
0 Tr—r



