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] Correction du devoir maison rendu le 30 janvier 2025 \

EXERCICE 1.

1) a)

-1 1 1 -1 1 1
(A-1)? = -2 2 2 -2 2 2
1 -1 -1 1 -1 -1

000

= (000

000

(A-1)2=0

b) La relation (A — I)? = 0 peut aussi s’écrire A2 —2A + 1 =0 ou encore A(2] — A) =T et (2] — A)A =1,
ce qui entraine (définition d’une matrice inversible) que

A est inversible et A=l =27 — A ‘

2) On pose A= N + 1.

a) Les matrices I et N commutent et A =1+ N donc en appliquant la formule du binéme on obtient :
" /n
VneN, A" = N*
' %)

on a montré aussi que N2=0 doncque: Vk>2, N*=0on endéduit que :

[VneN, A" =1+nN|

et comme N = A — I on obtient :

[VneN, A" =(1-n)l+nA|

b) On a vu a la question 1)b) que A=* =2 — A etpourn=—1, (1-n)I+nA=21—-A

[ Pexpression A™ = (1 —n)I — nA est aussi valable pour n = —1 |

3) a) Soit A une valeur propre de A associée au vecteur propre X
on déduit de (A—1)2=0et AX =XX que (A—1)2X =0 et comme X # 0 il vient :

I'unique valeur propre possible de A est 1.

-1 1 1
Deplus(A—-1)=|—-2 2 2 | qui est de rang 1 # 3 donc 1 est bien est une valeur propre.
1 -1 -1

Le spectre de A est {1} |

b) le rang de A — I est égal & 1 donc le sous-espace propre F1(A) est de dimension 2,
A € #5(R) et la somme des dimensions des sous-espaces propres est différent de 3 donc

’ La matrice A n’est pas diagonalisable. ‘

4) On pose u; = (f —id) (e1) et ug = €1 +es.
-1 1 1
a) (A—I)=1[—-2 2 2 | donc (toutes les colonnes sont proportionnelles) rg(A—1I)=1
1 -1 -1
or A — I est la matrice de f— id dans la base canonique donc

’ le rang de f— id est égal a4 1 ‘




1 -1
by (A-1)|0] =|-2 donc  w; =(-1,-2,1) et ug = e; +e3 donc ug = (1,0,1).
0 1
-1 0 1 0
@A-H|-2]=10 donc uy € ker(f—id) et (A-I)|0] =0 donc ug € ker(f —id)
1 0 1 0

@ wu; et up ne sont pas proportionnels donc (uq1,us) est une famille libre.
@ le rang de f— id est égal a 1 et dim(R*) = 3 donc dim(ker(f — id)) = 2

En conclusion de @ , @ et ® on a bien

| (u1,uz) est une base de ker(f —id) |

-1 1 1
5) a) La matrice de la famille (u1,u9,e1) dans la base canonique est égalea | —2 0 0
1 1 0
-1 1 1
rg(up,uz,e1) = rg|l —2 0 0
1 10
-1 1 1
= rg 1 1 0 Lo < Lg
-2 0 0
= 3 (matrice échelonnée)

Donc (uy,us, e;) est une famille libre de 3 vecteurs de R* et dim(R*) =3 d’ou :

’ (u1,uz,e1) est une base de R3 ‘

b) D’aprés 4)b),  f(uy) =wy, f(uz) =uz deplus f(e1) =(0,—-2,1) donc f(e1) =uy +e;.

et ainsi :
1 0 1
la matrice de f dans la base (uj,ug,eq) est T=[0 1 0
0 0 1
-1 1 1
6) La matrice P=| —2 0 0 | estla matrice de passage de & dans la base (u1,ua,e1)
1 1 0

donc (formule de changement de bases)

’ P est inversible et A = PTP~!

mi1 M1z M13
7) a) Soit M = | ma1 map magz | € M3(R),
m31 M3z 1M33

mi1 Mie M3 1 0 1 1 0 1 mi Mi2 M13
MT =TM < ma2;1 m22 M23 0 1 0 = 0 1 0 ma21 ma2 2 ma2.3
ms3,1  M32 M33 0 0 1 0 0 1 m3,1  M32 M33
mi1 Mi2 M13 0 0 1 0 0 1 mi1 Mi2 M1,3
<= m2,1 M22 M23 0O 0 O)=1(0 0 O me1 M22 M23
ms3,1  M32 M33 0 0 0 0 0 0 ms3,1  M32 M33
0 0 mia m31 M32 M3;3
p— 0 0 ma1 = 0 0 0
0 0 ms3,1 0 0 0
mi1 = m33
ma21 = 0
<
ms,1 = 0
ms,2 = 0
1 0 O 0 1 0 0 0 1 0 0 O
< MZ’ITLgyg 0O 0 O +mi2 0 0 O)+ms3|(0 O O + mo 2 0 1 0 +mo3
0 0 1 0 0 O 0 0 O 0 0 O

(=Rl en R en)

o O O

o = O



donc

| E= Vect(E11 + Es3,E19,F13,Ey5,Fs3) . |

On a de plus a(Eq11 + E33) +bE1 2+ cE1 3+ dEs 2+ eEs 3 =

donc (El,l + E373, ELQ, E173, EQ,Q, E273) est une base de E.
dim(E) =5
b) Soit N € .#5(R).

NA=AN <+ N(PTP ') =(PTP™Y)N  (car A=PTP?)
< NPT =PTP NP (car P est inversible)
<~ P 'NPT=TP!NP (car P™" est inversible)

NA=AN <« (PINP)T=T(P"'NP).|

Remarque : Dans ce raisonnement on utilise :
Si C' est inversible alors A= B < CA=CBet A=B < AC = BC
Sans 'hypothése "C' est inversible" I’équivalence est fausse.

¢) Soit N € .#3(R),
On vient de montrer que : N € F si, et seulement si, P"'NP € F

or
Me FE — 3(0,, b, c, d, 6) S RS M= a(El,l + E373) + bELQ + CE173 + dE272 + €E2,3
donc
N e F <— El(a,b, c, d, 6) S R5 M= CLP(El,l+E3’3)P_1—|—bPE1’2P_1—|—CPE173P_1—|—dPE272P_1—|—6PE273P_1
donc
F = Vect (P (E171 +E3,3) P_l,PE172P_1,PE173P_1,PE272P_1,PE2,3P_1)
EXERCICE 2.

1)

1
w = /(1—t2)dt
0
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2) a) Pour n € N,
! n+1 ! n
Uni1 — Up = /(1—152) dt—/ (1—t*)"at
0 0
1
/(1—t2)”((1—t2) ) dt
0

1
_/ 2(1—)"dt < 0 car Ve (0,1, £(1-#)" >0
0

[
|
—

donc

| la suite (u,) est décroissante |

1
b) Vt€[0,1], (1—#)">0 donc /t2(1—t2)”dt>0
0

La suite (u,) est décroissante et minorée par 0 donc (Théoréme de convergence monotone)

| la suite (u,) est convergente |

+2
3) a) t+—> —L_e7 32,7 est une densité de la loi N(0,02) donc

o2
Foo 1 +2
e 22dt =1
/_oo oV 2T

b) Pour n € N*,

oo 2 oo 1 2
/ e dt = oV 27r/ e 202 dt en posant o =

0o OV2m
V2T
V2n

/+oo L P
oo n

est paire, on obtient :

oo _nt? 1 s
/ e "dt=—4]—
0 n

¢) On sait que Ve € R, e > x4+ 1 (Pour le démontrer on étudie la fonction x — € — (z + 1))

5l
3

donc

. _ 2
et comme la fonction ¢ — e~ ™

[\

on en déduit (avec z = —t?)

’ pour tout réel ¢, on a: et >1— tz‘

2

d) Pour t € [0,1], 0<1-—¢2 et daprés 3)c) 1—t2<e donc0<1—t2<e !
ce qui entraine que :
2
Yn e N,VEt€[0,1], 0 < (1 —tH)" e ™

ce qui entraine (croissance de l'intégrale) :
1 1 )
0 </ (1—tH"dt < / e " dt
0 0

1 “+o00
2 2
or / e ™ dt < / e "dt  (En effet Uintégrande est positive)
0 0

1 +oo 1 T
Up = / (1—tH"dt et / e dt < \/> donc
0 0 2 n

1
Pour tout n € N*, OSUnS*\/E
2\ n




1 |7
or lim ~4/—=0 onen déduit que (théoreme des gendarmes) : ’ la suite (u,) converge vers 0

n——+oo 2 n

—

Pour n € N, / (1—¢t)"dt
0
De plus Vt € [0,1], (1 —¢)"

donc Vn e N, 0 < L <
n+1

_ [_ (1—t)"+1}1

n+1

0

donc

<(1—t)"  (En effet : sur[0,1], t* <t )

1 1
/ (1-t)"dt =
0 'fL+1
1
donc
n—+1

1
u, et on sait que Z 1 diverge (série harmonique),
n

donc (Théoréeme de convergence par comparaison.)

n=0

] la série de terme général u,, est divergente ‘

t— tettr— (1—1t2)" sont de classe C! sur [0,1] donc on peut faire I'intégration par parties

suivante :

Up+1 -

d’autre part :

1
/ 1x (1—tH)Ha
0

1
[t % (1 o t2)n+1] o
0 0
1

1

(2n + 2)/0 2 (1—¢%)"dt

Uy — s = /01(1_t2)"dt_/01(1_t2)”“dt
_ /01(1(1t2))(1t2)"dt
= /Oth(l—tQ)”dt

En conclusion :

pour tout entier naturel n, on a : uni1 = (2n + 2) (up — Upt1) |

On en déduit : | Vn € N,  wupy1 =

2n+ 2

m+3

Montrons par récurrence sur

e Pour n =0,

n que Vn € N,

Un

la propriété est vérifiée pour n =0

47 (nl)?

4°(01)?
ug =1 et O+ 1) =1 donc
47 (n!)?
e Soit n € N tel que u,, = (Q(:ZL)l)l’
n !
2 2
comme on sait de plus que u,4+1 = % u, il vient
nt2 47 (n!)?
Uy, =
1 2n+3 " (2n+1)
- 22(n+1)2 y 47 (n!)?
C 2n+3)2n+2) T (2n+1)!

4t ((n 4 1)1?

(2n +3)!

(2n +1)!

t x <72(n +1)t(1- t2)") dt

(on retrouve la propriété au rang n + 1)

Si la propriété est vraie au rang n alors elle I'est au rang n + 1.

En conclusion :

Vn € N,

Uy =

4" (nh)?
(2n +1)!




4" (n!)?

T ent1)(2n)!
4m(n!)?
~ 2(2n)!
2
~ i (\/ﬂnne ") (Formule de Stirling)
24/27(2n) (2n)2ne—2n
4n x 2rnn2re=2n
T 27(2n) 4™ n2re—2n
N 2mn

2vV4mn

n n—-+o0o 2

5) Informatique.

a) def questionba(n):
if n ==
return 1
return (2*n)/(2*n+1)*questionba(n-1)
b) def question5b(n):
u=1
for k in range(n):
u = (2%k+2)/(2%k+3) * u
return u

c) def factorielle(n):

x =1

for k in range(1l, n+1):
X = X*k

return x

def puissance(x,n):

s =x

for k in range(n-1):
S = s*x

return s

def questionbc(n):
a = factorielle(n)
b = factorielle(2*n+1)
¢ = puissance(4, n)
u = c*a*a/b
return u

Il

d) Le nombre d’opérations est beaucoup plus important dans la fonction de la question 5)c).



