BCPST 24 2024/2025

’ Correction du concours blanc du lundi 3 mars 2025.

Exercice.

1. Cette expérience est la succession (d’un nombre indéfini) d’épreuves de Bernoulli identiques et indépendantes.

. |
Le succes est ”obtenir face” a pour probabilité 3 (car la piéce est équilibrée)

T est le nombre de lancers nécessaires pour obtenir le premier succes, donc

1
T suit la loi géométrique de parametre 3

On connait 'espérance et la variance de cette loi usuelle : E(T) = 1 et V(T) = %
p

|E(T)=2etV(T)=2|

2. Pour n € N,
P(X>n) - 1—P(X<n)
= 1—ZP(X:1)
i=1
n 1 1
222171
i=1
1
= 1_1. 1-5r
1
2 1-1
1
oo
1
Pour tout n € N, P(X>n):27

n
Remarque : 11 y a plus efficace en remarquant que : (X >n) = ﬂ F.

. Par définition d’une probabilité conditionnelle :

P((X>n+m) N (X>n))

P(X>n+m’X>n): P(X )
>n

oo m>0 donc [X>n+m] C[X>n] etainsi [X >n+m]N[X >n]=[X>n+m]et

P([X>n+m])

P([X>n+m]‘[X>n]) = P([X>n])

donc P([X>n]):q" et P([X>n+m]):q"+m,d0nc P<[X>n—|—m]|[X>n]>zqm7

En conclusion on a bien :

V(n,m) € N* x N*, P([X>n+mH[X>n]) — P([X >m])

La loi géométrique est une loi sans mémoire :
Si on a observé que des échecs au cours des n premiers lancers, la loi du temps d’attente du premier succes est
la méme qu’au début de I’expérience.



4. (S =1) est impossible,

1
(S =2) = F1 N Fy et les lancers sont indépendants donc P(S = 2) = P(Fy)P(F;) d’'ou | po = 1
_ 1
(S =3)=F1NFyN F3 et les lancers sont indépendants donc | ps = 3
(S=4)= (F1 NFyNFyN F4) U (Fl NFyNFyN F4) et ces deux événements sont incompatibles donc
P(S=4) = P(F1 NFy N Fy mF4) +P(F1 NFy N Fy mF4)
1 1 o
= 5 + 51 (indépendance)
1
bs = 3

gi=1-p1, @@=1—-p1—p2, @=1-pi—p2—p3 et q=1—p—ps—p3—Dps

PR R E—
q1 =1, q2_4a q3_8 € Q4—2
5.
P(S>n) = 1-P(S<n)

1- ip(s = k)
k=1

= 1= Zpk
k=1

| Pour tout n € N, P(§>n) =g, |

6. On vient de montrer que ¢, = P(S > n), or P(-) est a valeurs dans [0,1] donc

| Pour tout n e N*, ¢, €[0,1] |

(S>n+1)C(S>n)donc P(S>n+1) < P(S>n) et ainsi la suite (g,) est décroissante.

On vient de montrer que (g,) est décroissante et minorée par 0, donc

’ la suite (g,,) est convergente ‘

7. (S=n+3)=(S>n)N (Fpp1 N Foy2 N Fyyps)
(on n’a jamais vu deux Faces consécutifs jusqu’a n et ensuite on a Pile-Face-Face).
Les lancers sont indépendants donc : P(S =n+3) = P(S > n) - P( Fny1) - P(Fpq2) - P(Fris)

. an
ce qui donne | ppy3 = 3

n+3 n+2

. o q
Gni3 — Qny2 = 1 — Zpk -1+ Zpk donc  Gn43 — Gni2 = —Pnts ce qui entraine : | guis = gni2 — <
k=1 k=1 8

8. (gn) converge vers un réel £ € [0, 1] d’apres la question 6).

de plus Vn € N*,  ¢ui3 = qnio — %L donc en passant a la limite on obtient :

14
{=10— 3 ce qui est équivalent a ¢ = 0.

| La suite (g,) converge vers 0 |

Interprétation : (Ici il y a une difficulté non prévu par le rédacteur, S est-elle une variable aléatoire ?)

Le rédacteur accepte I’événement (S = +00) (il suffit de lire le rapport du concours) ce qu’on fait pas en BCPST.
On note D = (S = +00) : "on obtient jamais deux Faces consécutifs”

pour tout n € N, D C (S >mn) donc 0 < P(D) < P(S>mn) et en passant a la limite, il vient P(D) = 0
autrement dit :

’On est quasi-certain d’obtenir au moins une fois deux Faces consécutifs.




9. Premieére approche : "On conditionne par ce qui se passe au début”.
On applique la formule des probabilités totales avec systéme complet d’événements : (Fy, Fy N Fy, F1 N F),

P(S > n+2) = P(F1)Pf1(s > n+2) +P(F1 HFQ)PFlmFQ(S > n—|—2) —|—P(F1 mFQ)PFlmFZ(S > n+2)

Etudions ces trois probabilités conditionnelles :
- sachant F'y, apres un lancer on se retrouve dans la situation du début donc : Pr (S>n+2)=P(S>n+1)

- sachant I, N F, apreés deux lancers on se retrouve dans la situation du début donc :
Py n7,(S>n+2)=P(S >n)

- sachant Fy N Fy, on a eu deux faces deés le début donc (S > n + 2) est impossible : Pr,Ap, (S >n+2) =0

_ 1 — 1
on sait de plus que P(F1) = B et P(FiNFy) = 1 e qui donne en conclusion :
* n+1 q
Vn e N, gni2= n2 +Zn
Deuxiéme approche : Une récurrence simple fonctionnait bien ici.
Montrons par récurrence simple sur n que : pour tout n € N*, ¢ui0 = Qn2+ L4 %

e Pour n =1,

5 3 1 b5
D’une part g3 = 3 et d’autre part %2 + % =3 + 1-3 la relation est bien vérifiée pour n = 1.
e Soit n € N tel que gn42 = Int1 + q—n,
2 4
dn+1 | 4 q n+1
Gnia = ”2+ + Z” et on a vu que : ¢ni3 = qnio — gn donc  @uio = "2+ + 2(Gn+2 — Gn+t3)-
cela entraine la relation attendue : g,4+3 = q"2+2 + an-l
En conclusion :
Vn e N*,  gnio= q”; -+ %

1 5
10. Le discriminant de ce polynéme est A = 1 +1= 1 donc

B

1—5 1+
et ro = 1

1
Les racines de X2 — X — 1 sont 7 =

11. (a) Ce systeme d’inconnues (A, B) a pour déterminant : 7173 — rors = r17a(re — 1) # 0 donc

Ari+ Bro=q

il existe un unique couple (A, B) tel que : { Ar? 4+ Br2 = g

(b) Montrons par Pabsurde que B # 0 en supposant B = 0,

. Ari =q . N : 1-+5 i
on aurait alors { Ar? — g, QU entraine gz =71g1 puis go = — = ce qui est faux donc

12. Montrons par récurrence d’ordre 2 sur n que : pour tout n € N*, ¢, = Ar] + Br}

e Pourn=1et n =2,
A et B ont justement été choisis & la question 11. pour avoir : ¢, = Ar{ + Bry et g = Ar? + Bra
e Soit n € N* tel que g, = Ar} + Brj et qny1 = Arftt + Brith

Gni2 = an+1 + % (d’aprés le résultat de la question 9.)

1
= 5(AT{H"l + Bryt) + —(Ar? + Bry) (avec Uhypothése de récurrence)

11 11
= A (=i 4]+ B2 (=r+ -
r <2r1+4>+ r} <2r2+4>

e

, 1 1
= Arl-r? 4+ Bry-r2 (Ce sont des racines du polynéme : X° — §X - Z)
= A n+2 B n+2 . )
Gn+2 = ry "+ Bry (On obtient la propriété au rang n + 2)

3



En conclusion :

’ pour tout n € N*, ¢, = Ar] + Bry

13. (on a montré a la question 11)b) que B #0)

A Tln
=Br}(1+= (=
w=pr (145 (%))

N

1
= < 1 donc

V541

Gn ~ Bry"

n—-+oo

Comme |ra| < 1, on retrouve que (g,) converge vers 0.

Probléme.

Partie A : Ensemble de définition d’une fonction définie par une intégrale.

1
14. (a) f:tr— e est continue sur [1, +o00[

1
de plus F: t — 7 est une primitive de f sur [1,4+o00[ et EmF =0 (eR) donc

400 1
/ — dt converge
t2
1

thrl «a

(b) e '* =~ or on sait que pour tout « € R, lim — =0
et t—+oo et

(en particulier quand « > 0 c’est une croissance comparée)

donc

Pour tout réel z, m e ‘"t =0

li
t——+o0

En utilisant la définition de cette limite, on sait qu’il existe T' € [1,4o00] tel que : Vt > T, e ittt <1
on en déduit que :

1
il existe T € [1,+oo[ tel que: Vt=T, e "' o)

T désigne un tel réel dans la question suivante.

(c) Pour z un réel quelconque,

7ttx71

la fonction t — e est continue sur [1;4o00],

+oo —+oo
I'intégrale / e~ 't* "1 dt est impropre en +oo il suffit d’étudier la convergence de / e T de
1 T
1
on sait d’'une part que : Vt > T, 0<e ‘"7 < 2 (d’apres 14)b) )
+oo
et d’autre part que / 2 dt converge (d’apres 14)a) )
T

donc (en appliquant le théoréme de convergence par comparaison des intégrandes positifs ou nuls),

+o0
Pour tout réel x, / e 't*~1 dt est convergente
1




15. (a) (Question classique sur les intégrales de Riemann, qu’il faut toujours adapter)

1
e Siz =0, t— In(t) est une primitive de ¢t — ¢! et 1i(1)n In(t) = —oo donc / t~1 dt diverge
0

1 1
e Siz <0, t— —t° est une primitive de t — ¢! et lién t* = +o00 donc / t*~1 dt diverge
z 0

1 1
e Siz >0, t— —1* est une primitive de ¢ — t*~ ! et lign t*=0 (¢R) donc / t*~1 dt converge
x 0

En conclusion :

1
/ t*~1 dt converge si, et seulement si, z > 0
0

(b) t — e """ est continue sur ]0,1] , e 7! Kot t" 1 et t*1 > 0sur]0,1]
—

donc (en appliquant le théoréme de convergence par équivalence des intégrandes positifs ou nuls),
1 1
/ e 't*~1 dt converge si, et seulement si, / t*~1 dt converge
0 0

ainsi en utilisant le résultat de 15)a) :

1
/ e 't*~1 dt converge si, et seulement si, z > 0
0

1 400
16. Un réel = appartient a ’ensemble de définition de I' si, et seulement si, / e L dt et / e ttml dt
0 1

convergent ; donc les questions précédentes permettent de conclure :

L’ensemble de définition de T est ]0, +oo] |

Partie B : Quelques propriétés de cette fonction.
17. (a) Soit z € RY,

—+o0
f:t—s e " continue sur ]0, +oof, / e 't"~1 dt converge et Vt €]0, +oc[, f(t) > 0
0

“+oo
donc (stricte positivité) : / e "t dt >0
0

Vz €RY, T(x) >0

(b) Soit a et b deux réels de |0, 4+o0],

b b b
/ e it dt = [ — efttm} — / (—e M) (xt™ 1) dt (Intégration par parties)
a a

a

b b
[— e*ttw} + x/ e tt* 1 dt
a

a

en faisant tendre a vers 0 puis b vers +00 on obtient bien :

’ Ve e R, TD(zx+4+1)=al(z) ‘

(¢) Montrons par récurrence sur n que pour tout n € N*, I'(n) = (n — 1)!
e Pour n =1, d'une part : (1-1)!'=0'=1

“+o0
d’autre part : T'(1) = / e ! dt = 1 (densité de la loi exponentielle)
0
La propriété est vraie pour n = 1.

e Soit n € N* tel que I'(n) = (n — 1)/,
on sait d’apres 17)b) que I'(n+ 1) = nI'(n) ce qui donne avec ’hypotheése de récurrence I'(n+ 1) = n!,

En conclusion :

[pour tout n € N*, T'(n) = (n — 1)! |




18. e I'(1) =1 (d’apres 17)c) ) et on a admis que I' a une limite en 1 donc

e lim TI'(n)=+oo (d’apreés 17)c) ) et on a admis que I' a une limite en 400 donc Emf =400

n——+0o
Pa+1) . T+

X x—0 X

oV >0, I'(z) =

= +oo donc | limI' = +o0
ot

+o0 22
19. (a) Connaissant la densité de la loi .#7(0,1) on sait que / e” 2 dzr = V2n | et comme l'intégrande est

— 00

+oo 2 T
e” 2 dex=4/=
O 2

(b) La fonction ¢ : t — /2t est de classe C* et strictement croissante sur |0, 4-0c[ en faisant le changement
de variable z = v/2t on a :

pair il vient :

+o0 2 +o0
P —t 1 ~ z
e 2 dx et e "—= dt sont de méme nature et égales en cas de convergence,
0 0

V2t

en utilisant le résultat de 19.a) il vient

() = (-

I
7N
]
3
N
—_
~
=
7N
3
\
N
~_

_ E(2”2—1> x (2”2‘3> x...x;xl“(;>

2n  2n—1 2n —2 2n—3 2 1 1
= — X X X X oo X x —xI'( =
2n 2 2(n—1) 2 2x1 2

Donc (en toute rigueur il faudrait un raisonnement par récurrence)

1 (2n)!
pour tout n € N, F<n+2> = Son sl VT
Partie C : Les lois du Khis.
“+o0
20. L’énoncé nous dit que fi est une densité de probabilité donc / fe(t)dt =1 d’ou
—o0

oo ¢ kg
ak/ e 2t2 dt =1
0

t
or en faisant le changement de variable affine x = 3 on a:




L o
e 2.1g- (t) et ainsi :

| —

1
21. CL2:7:§ donc fo:tr——>

1
La loi du Khis a deux degrés de liberté est la loi exponentielle de parametre 5

22. X < A#7(0,1) est & valeurs dans R donc X? est & valeurs dans R’ et
pour z € R,

Fx:(z) = P(X?<2)
= P(—/z <X < V)
20(y/z) — 1 (En notant ® la fonction de répartition de la loi A (0,1))

La fonction de répartition de X2 est donc z — (2®(y/z) — 1).1g: (2)

1
® est de classe C™ et @ (2> donc Fx2 est continue sur R et C! sur R sauf en 0, donc

1
X2 est une variable & densité et X? est de densité t —s —@’(\/f).ler (t)

Vit

1
ou encore X? de densité ¢ — 7675.1% (t) on reconnait f1  (En effet :

Viv2r

’ Si X suit la loi .#7(0,1) alors X? suit la loi Khiy & 1 degré de liberté ‘

—

1
1 3
Vivar 23T (1)

23. (a) La fonction ¢ : 6 — sin?(#) est C! et strictement croissante sur }0; g [ donc en faisant le changement de

variable ¢ = sin®(6) on obtient :

s

! kg Lo 2 ki1—2 .92 k2 1 . A
t2 7 (1—t)2 " dt et sin(0)"* 7°(1 — sin“(0)) 2~ 2cos(#) sin(f#)dd sont de méme nature.
0 0

™ ™

2 ko 2
or / sin(#)F172(1 — sin?(A)) 2 ~* 2 cos(0) sin(0)dh = 2/ sin(#)F1 =1 cos(0)*2 71 df qui est convergente
0 0

En effet : k1 > 1 et ko > 1.
donc

! ’Ll_l ’L2_1
t2 7 (1 —t)Z ~" dt est convergente
0

(b) Avec le changement de variable t = zu (Les intégrales convergent).

T oy 1 ko g 1 k1 ko g
/ t2 " (x—t)2T " dt = / (zu)2 "z —zu)? " adu
0

0

1
kytka kg ko _
x 2 1/u2 1 —w)z tdu
0

T ok ky+k 1 & N
Pour tout xeRj_, / t?lfl(x_t)Tfl dt = x%ﬂ/ tTl*l(l—t)TQfl dt
0 0

(c) Soit z € R,
+oo +oo
| 101 010 @ -0t = [ o)Lt
+oo
- / F()-Locres dt

donc

+oo x
Pour tout z € R, / f()1rs ()1rs (z —t)dt = 1gr- (w)/o f¥)dt

— 00




(d) Soit x € R,

+o00
W) = / fin (8)fiy (2 — ) dt

oo _t, k1 _z—t ka
= Ak, 0k, e 2tz ].R*+ (t)e 2 (1’ — t) 2 1Rjr (.’E — t) dt
—00

xr
= aklakz-lRi(x).e_%/ t%—l(x_t)%z_ldt
0

k1+ko 1

_z ! k14 ka ¢
= ak,ak,. T 2 .e 2/ 7 (1—=t)7 7 dt.1ry (2)
0

_t kitks _
donc il existe a € R telle que h est la fonction t —ae 2 ¢t 2 1'1Ri (t)

et comme on a admis que h est la densité de Y, on peut conclure que :

’ Y = X7 + X5 suit la loi du Khiy a ky + ko degrés de liberté.‘

24. On considére (X,,) une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes suivant toutes la loi .47(0, 1),
k

Montrons par récurrence sur k que pour tout k € N, Z Xf suit la loi du Khis & k degré de liberté.
i=1
e Pour k=1,

1
Z X2 = X7 et d’apres 22), comme X < A4(0,1) alors X7 suit la loi du Khiy & 1 degré de liberté.
i=1

La propriété est vraie pour k =1

e Soit k € N* tel que zk: Xiz suit la loi du Khis & k degré de liberté,
. i=1
Z X2 suit la loi du Khi, & k degré de liberté , XI?—H suit la loi du Khis & 1 degré de liberté
é?ces deux variables sont indépendantes (Lemme de coalition)
donc d’apres la question 23) % X? = Xk:XE + X7, suit la loi du Khis & k + 1 degré de liberté
i=1 i=1

En conclusion :

k
> X7 suit la loi du Khiy & k degré de liberté
i=1

k
25. L’espérance et la variance de X sont les mémes que celles d’'une somme Z Xiz ou les X; — A47(0,1)

i=1

On en déduit (par linéarité) que X admet une espérance et |E(X) =k (En effet : E(X?)=V(X;)=1)
+oo
E(X?% = / 2 fr(t) dt (en cas de convergence)
0
+oo

= %/ 67%t%+1 dt

27T (5) o

ki2 oo —z, k41
= S X2 e fx2T dr (t =2x)
0

(Ici on prouve la convergence)

N Z || ~—
[\
S—

o

donc (Kenig-Huygens) X admet une variance et

V(X) =2k



