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Généralités

n désigne ici un entier naturel non nul. On note %, la base canonique de R".

1.1 Définitions

1.1.1 Produit scalaire usuel dans R™

Définition.

Le produit scalaire usuel sur R" est I’application de R" x R"™ dans R qui
n

a tout couple ((:Ul, oy )y (Y1, ,yn)) associe le réel : sz Yi

i=1

Pour u = (21, ...,2,) € R" et v = (y1,...,yn) € R" on note : < u; v > le produit scalaire de u et v.
n
<u;v>= Z i Yi
i=1
Remarque : on parle aussi de produit scalaire canonique de R".

1.1.2 Norme euclidienne sur R"

Définition.

Soit u un vecteur de R", on appelle norme (euclidienne) de u le réel noté

ul = v<uTus

u|| et défini par :

n
lul> = ot lull =
i=1

Remarque : nous avons vu d’autres normes en DS et en exercices.

1.1.3 Ecriture matricielle.

Proposition.

Soient u et v deux vecteurs de R™, on note X = Coordg, (u) et Y = Coordg, (v),

<u;jv>= X'Y lJul? = XT X

Remarque : On confond ici R et .#;(R).



Proposition. (complément)

O Soient A € A, ,(R) et B € My, m(R),

en notant : C1, ..., Cp les colonnes de A, Cf,...,C), les colonnes de B.
AT B est la matrice de 4, ,,,(R) définie par : (AT B);; = C;' C;

@ Soient (uq,--- ,up) et (v1, ..., v, ) deux familles de vecteurs de R",

en notant A = Matg, (u1,--- ,up), B=Matg, (v1, - ,0m).

AT B est la matrice de .#, ,,(R) définie par : (AT B);; = < u;;v; >

Autrement dit : Le produit matriciel AT B est la matrice dont les coefficients sont les produits scalaires des
colonnes de A par les colonnes de B.

En effet : (ATB);; =Y (AT)ix(B)r; = Y _napibr; =Y _ n(Ci)r(Cr=Ci' C
=1 k=1 k=1

1.2 Propriétés

On note £ = R",

Proposition

O Bilinéarité.
Y(uy, uz,v) € B3, ¥(a,b) € R?, < aup +bug;v>=a<ui;v>-+b<ug;v>

V(u,v1,v9) € B2, V(a,b) e R?, < wu;avy+bvg >=a<u;v, >+b<u; vy >

O Symétrie.
Y(u,v) € E?, <ujv>=<v;u>

© Deéfinie.
Vue FE, <uju>=0 <= u=0g
O Positive.
YVue E, <u;u>2>0
Démontration.

Pour @ en notant coordg, (u) = X coordg, (v) =Y et coordg, (w)= Z,
<au+tpu;w> = (aX+BY)'Z
(aXT + YTz
= aXTz+pY"Z
= a<u;w>+L<v;w>

|
Remarques :
eVue E, <u;0g>=0 et <0g;u>=0
eVaeR, VueE, |lau|l=|all|lull
Proposition.
0 V(u,v) € B, |lu+v|* = lull®+2 <ujv> +[jo]]?
@ VY(a,b) €R?, VY(u,v) € E%, |lau+ bv|]> = a?||u||? + 2ab < u;v > +b2|v|[?
En effet :
Soit (u,v) € E?,
llut+o|]? = <utvutv>
= <uyyut+v>+<v,u+v>
= <wyu>+<uv>+<vu>+ <o >
<uu>+2<uv >+ <vv >
|



Proposition. Complément

V(ui)i<i<p € E?,

§:||ul|\2 + 2 Z < uiiuj >

P
Zu:
i=1

1<i<j<p
Démonstration.
P 2 P P
Z g = <Z Ui 3 Z U >
i=1 i=1 j=1
P P
= Z <ui ; Z uj> linéarité par rapport au premier vecteur
i=1 j=1
p p
= Z Z Ui 5 Uy linéarité par rapport au deuxiéme vecteur
=1 j5=1
P
= Z g [* + 2 Z < ugu; > symétrie.
i=1 1<i<j<p

Remarque. Fuire le lien avec le complément donnant la variance d’une somme de variables aléatoires.

1.3 Inégalité de Cauchy-Schwarz.

Théoréme.

V(u,v) € E? <u;v>2< ||u|\2 ||v||2

Démonstration.
Pour u = 0g 'inégalité est vérifiée, il suffit de le montrer en supposant u # Og.
On définit P(z) = ||zu + v||? et pour z € R,

Pl) = |loutolf
= <zutv|zutv>
= z<u|zutv>+<v|zutv>
= 2’ <ulu>tr<ulv>tr<viu>+<v|v>
= 2%|ul? 4+ 2z <ulv >+

le discriminant de ce trinéme est égal & : A =4 < u|v >2 — 4||ul|*||v]?

de plus Vo € R, P(x)=|lzu+v|[> donc Vz€R, P(x)>0
et ainsi le trinome P n’a pas deux racines réelles distinctes ce qui entraine que A < 0, on en déduit bien :

<ulv>? < ful?[o]?

Autre formulation.
n 2 n n
| <usos | < fll ol (zy> B YPexTxrTy
i=1 i=1 =1

Théoréme. (cas d’égalité)

V(u,v) € E?, <usv>?= ||ul*||v|]]* <= wu et v sont colinéaires

Démonstration. Pour u = Og I’équivalence est vérifiée, il suffit de la démontrer en supposant v # 0.



(on reprend les notations de la démonstration précédente)

<ulv>2% = |lu|/}|jv||* si, et seulement si, Le discriminant de P est nul

si, et seulement si, P posseéde une unique racine réelle

= INeR, PAN)=0
= INeR, PAN)=0 carVz € R, P(z) >0
— INER, |Au+v|>=0
= dJANeR, v=-\u
et comme u # O, < u|v >2 = |[ul|?||v]|? si, et seulement si, u et v sont colinéaires.

1.4 Inégalité triangulaire.

Théoreme.

| V) e B futol < llull+ ]l |
Démonstration.

lu+v|? = <utv|lutov>
lull* +2 < ulv > +[o]?

<l 20wl o] + (o] 2 d’aprés Cauchy-Schwarz

< (llull + Il
or [lu+v||=0 et |ull+]|lv|]] >0 donc (Poura>0etb>0, si a><b> alors a<b )

on a bien : Y(u,v) € E2, |lu+v|| < ||| + ||v]| ]

Théoréme. (cas d’égalité)

| V(u,0) € E?, |lu+ol| = [[ul| + [[o]] = u=0s ou 3AER,, v=\u

Démonstration.

si u = 0 c’est immédiat, si v = Au avec A > 0 alors :

d'une part : [[u+v|| = [[u+ Au|| = [T+ A [[ul]| = (L + A) [[u]| car (1+X)=>0
drautre part : [[ul| + [|v[| = [lul| + |[[Aul| = |Jul] + A[ul]] = (L + A) [lul]  car A >0 u
On suppose que ||u+v|| = [|u]| + ||v]],
on en déduit que : [lu+v||* = ||ul[* +2Jull[[v]| + []v]|?,
or on sait [|u +v||? = [[u]|? + 2 < u;v > +||v||? on en déduit que < u;v >= ||ul||[v]]
on est dans le cas d’égalité de Cauchy-Schwartz et ainsi u = O ou l'existence de A € R tel que v = \u,
et alors la relation < w;v >= ||ul|||v|] permet d’établir A = |Z|||| 20 u
Théoreme. (Généralisation)
P

V(ui)i<igp € B,

P
D> i
i=1

<l
i=1

Démonstration.

1.5 Vecteurs orthogonaux

Définition

Soient u et v deux vecteurs de R",

Dire que u et v sont orthogonaux si, et seulement si, < u; v >=0

Remarques :
e On pourra noter u L v.
e On définit de méme la notion de matrices colonnes orthogonales :

"X et Y de .#, 1(R) sont orthogonales” signifie que XY =0



1.6 Théoreme de Pythagore

Théoréme.

Pour tout (u,v) € E?,

u et v sont orthogonaux si, et seulement si, ||u+ v||?> = [|ul|* + ||v|[?

Démonstration.
Soit (u,v) € E?,

llu+o]? = <utvutv>
= <wyyutv>+<v,utov>
= <wyu>+<uwo>+<vu>+<ov>
<uyu>F2<u;v >+ < v >

On en déduit que :
lJu+ |2 = [|u]]®> + []v]]* <= <wu;v>=0

Deux vecteurs u et v de E sont orthogonaux si, et seulement si, ||u + v[|? = [Jul|* + |[v[|?]

Hllustration graphique.

Théoréme.

Soient p un entier naturel non nul et uy,ug, ..., u, des vecteurs de F,

P 2 p
D ui|| =2 Il
i=1 i=1

Si les u; sont 2 a 2 orthogonaux alors,

En effet : conséquence de la relation :

2
p
=1

P
> u
i=1

1<i<ysp
Remarques.
O Si ABC est rectangle en A alors AB? + AC? = BC?
@® Si u et v sont orthogonaux alors ||u + v||? = ||ul|? + ||v]|?

P

>

i=1

©® Si les u; sont 2 a 2 orthogonaux alors,

2 P
=3 luil?
i=1

e Les réciproques des implications @ et @ sont vraies, mais pas celle de © .

Exercice : Trouver un contre-exemple dans R? montrons que la réciproque de @ est fausse.
Une analyse non faite au tableau a permis de trouver les vecteurs suivants :
En prenant : uw=(1,0), v=(0,1) et w=(1,-1)

ona:|lut+vt+w|P=..=4 , [[ul]?+]v]>+|w|]?=..=4et <ulw>=1+#0.

Ce contre-exemple montre que la réciproque de la généralisation du théoreme de Pythagore est fausse pour n > 3.



Bases orthonormales.

2.1 Famille orthogonale de vecteurs non nuls

Définition.

Soient p un entier naturel non nul et (ug,...,u,) une famille de p vecteurs de R",

Dire que (u, ..., up) est une famille orthogonale signifie que : V(i,5) € [1;p]?, i#j = <u;;u;>=0

Remarques :
e On dira aussi ”Les u; sont deux a deux orthogonaux”.
e On définit de méme un famille orthogonale de ., 1 (R)
e 1l suffit d’avoir : V(i,j) € [1;p]?, i<j = <w;j;uj>=0

o (complément) En notant A la matrice de p vecteurs (uq, ..., u,) dans la base canonique de R",

(w1, ..., up) est une famille orthogonale si, et seulement si AT A est diagonale

Théoréme.

Soient p un entier naturel non nul et (uq, ..., u,) une famille de p vecteurs de R",

Si (ui,...,up) est une famille orthogonale de vecteurs non nuls alors elle est libre.

Démonstration.
On suppose que (u1, ..., up) est une famille orthogonale de vecteurs non nuls de E,

P
Soit (A1,...,Ap) € RP tel que Z)\kuk =0g,
k=1
P P
on en déduit pour j € [1;p], <uj : Z /\kuk> = 0, en déduit (bilinéarité) Z Ak (uj5 ug) =0
k=1 k=1
et comme la famille est orthogonale il vient : A;j (u;; u;) = 0 ou encore \;||u;||> =0
de plus u; # 0 donc ||u;||*> # 0 et ainsi A\; = 0,
P
on a bien montré que si Z Apur = O alors tous les A, sont nuls.

k=1
donc :

si (u1,...,up) est une famille orthogonale de vecteurs non nuls alors (uq,...,u,) est libre

2.2 Définition.

Définition.

Soient p un entier naturel non nul et (uq, ..., u,) une famille de p vecteurs de R",

Dire que (u1, ..., up) est une famille orthonormale signifie que :

Vie[Lpl, ||lwll=1 et V(6,5 €[Lpl®, i#j = <wu;u;>=0




Remarques :
e Une famille orthonormale est en particulier une famille orthogonale de vecteurs non nuls, elle est donc libre.

e Une famille orthonormale de p vecteurs d’un sous-espace F' de dimension p est une base de F'.
une base orthonormale de F'.
e On définit de méme une famille orthonormale de ., 1 (R)

e La base canonique de R" est une base orthonormale de R™.

Propositions.

En notant P la matrice de n vecteurs (uy, ..., u,) dans la base canonique de R",

(u1,...,un) est une base orthonormale si, et seulement si, P'P=1,

Les colonnes de M € .#,,(R) forment une famille orthonormale
si, et seulement si, M est inversible et Mt = M T

En effet : PTP = ( <C;,C; > )

1<i,5<n

Propositions.

Soient p € N* et (v1, ...,v;,) une famille de p vecteurs d’une sous-espace vectoriel F' de E,

O Si (v1,...,vp) est une famille orthogonale et si les v; sont non nuls

alors (Ul,... ; Up
|| [[vp]

|
O Si (v1,...,vp) est une famille orthonormale et si dim(F) = p
alors(vy, ..., vp,) est une base orthonormale de F

) est une famille orthonormale de vecteurs de F'.

En effet :

Théoréme.

‘ Tout sous-espace vectoriel de R™ posséde une base orthonormale.

Démonstration. (admis)

En pratique. On commence par trouver une base orthogonale, ensuite on norme chaque vecteur de la famille.

2.3 Coordonnées dans une base orthonormale.

Théoréme

Soient F' un sous-espace vectoriel de R", u un vecteur de F' et # = (eq, ..., ep,) une base de F.

<u;e; >

Si % est une base orthonormale de F' alors coordg(u) =

<uj;ep >

Pour obtenir les coordonnées dans une base orthonormale il suffit de faire des produits scalaires.



Démonstration.

T

P
onnote [ ! | = Coordg(u), ona:u= chiei donc pour j € [1;p],
T i=1
P
P
<ule; > = <Zx1;67; ’ ej>
i=1
P
= Zl‘l <€i ’ 6j>
i=1
= l‘j <€j ‘ €j>
donc
<u;e >
Coordg(u) = :
<ujep >

Exemple : Voir le feuille_cours_11_2

2.4 Expression du produit scalaire dans une base orthonormale.

Eztrait du programme : On souligne le fait que le produit scalaire et la norme se calculent de la méme maniére
dans toutes les bases orthonormales.

Théoréme
Soient F' un sous-espace vectoriel de R", u et v deux vecteurs de F' et % une base de F.
aq b1
on note : © | = coordg(u) et | = coordg(v)
Qp Bp
Si % est une base orthonormale de F' alors
P
<uv>= Y ;b [Jull =
i=1

Démonstration. Ce qu’on a fait au tableau .

P P
On note & = (e1,...,ep) etona u= g oe; et v= g Bie; donc
i=1 i=1

p p
<u;v> = <Z ;€ | Bjej>
i=1 j=1
p p
= ZZ a8 <ei ’ ej> bilinéarité

i=1 j=1

p
= Z ;i <ei ‘ ei> car la famille est orthogonale
i=1

n
= 3 ab car leif] = 1
i=1

n
<u; v>=ZO¢iﬁi
i=1




Une autre rédaction .

On note P la matrice de passage de la base canonique & la base &, X = coordg,_(u), Y = coordg,_(v), X' =
coordg(u), Y’ = coordg(v).

<uyv > = Xty
= (Px"HT(PY") (Formule de changement de base)
- X""PTPY’
xXTy’ (PTP = I, car B est orthonormale)

p
<u;v>:2aiﬁi

i=1

On en déduit en prenant u = v :

P
lul? =" @i’
i=1

Théoreme (complément)

Si P est la matrice de passage entre deux bases orthonormales alors P est inversible et P~! = PT

En effet : Py = (<e; |e} > )igij<n done < C; | C) >=< €] |e;» >

10



Matrice symétrique réelle.

3.1 Orthogonalité des vecteurs propres.

Théoréme.

Soient n un entier naturel non nul, A € .#,(R), (X1, Xa) € M 1(R)? et (A1, \2) € R%.

A est symétrique
X3 est un vecteur propre de A associée a Ay

i s 1 X X h les.
Si X5 est un vecteur propre de A associée a Ao alors 1 et Az sont orthogonales
AL # Az
Démonstration.

Soit A une matrice symétrique de ., (R),
on suppose connaitre X1, Xy dans ., 1(R) et A1, A2 dans R tels que :

X1 # O, X2 7£ 0, AX1 = )\1X1 et A.X2 = )\2X2 )\1 7/: )\2

inutile ict

AX, =Xy donc XTAT =\ X{ et comme A= AT ona: XTA= X[
en multipliant par Xy (@ droite) il vient X{ AXy = A\ XT Xo,
la relation AXy = Ay X5 entraine Ao X{ Xo = M X7 X5 ouencore: (A —X)X{Xo=0
et comme (A — X\2) #0 on abien XIX; =0,
Les deux vecteurs propres X; et Xs sont orthogonaux
Rappel : A symétrique signifie que AT = A, lire : "transposée de A égale A”.

Corollaire.

Soient n un entier naturel non nul, A € .#,(R), (X1, Xa) € My 1(R)? et (A1, \a) € R%.
Si A est symétrique , X1 € Ey, (A4), X2 € E),(A) et A\ # A2 alors X7 et X5 sont orthogonales.

Corollaire.

Soient n un entier naturel non nul, A € ., (R),
Si A est symétrique , alors en juxtaposant des bases orthogonales des sous-espaces propres de A on obtient
une famille orthogonale formée de vecteurs propres de A.

11




3.2 Théoreme spectral

Théoréme.

Soit M € 4, (R) ,
Si M est symétrique alors il existe deux matrices P € 4, (R) et A € #,(R) telles que :

A diagonale, P inversible, P~ !=PT e M =PAPT

Démonstration. (admis)

Remarques :
e Si M est symétrique et réelle alors M possede une base orthonormale de vecteurs propres.
e " P inversible, P~! = PT” équivaut & "les colonnes de P forment une base orthonormale de ., 1 (R)
e Une matrice symétrique réelle est non seulement diagonalisable, mais on peut trouver, parmi toutes
les bases de vecteurs propres, une base orthonormale.

e Si A est une matrice symétrique de .4, (R) ayant n valeurs propres distinctes
alors toutes les bases de vecteurs propres de A sont orthogonales.

2

Autre formulation du théoreme.
Si M est une matrice réelle symétrique
alors 'endomorphisme .4, 1(R) — ., 1(R) est diagonalisable dans une base orthonormale de .#,, 1(R).
X — MX
Ce qu’on simplifie par :

Si M est une matrice réelle symétrique alors elle est diagonalisable dans une base orthonormale.

En pratique. (Voir la feuille Cour_11_3)

Pour diagonaliser une matrice réelle symétrique M dans une base orthonormale :

@ ”"La matrice M est symétrique réelle donc M est diagonalisable”.
(ne pas perdre du temps en utilisant la méthode générale).

® On détermine le spectre de M.

® On détermine une base de chaque sous-espace propre.
(On vérifie (sans Uécrire ) que la somme des dimensions est égale a n).
O ler cas : M a n valeurs propres distinctes. (C’est le cas le plus simple)
Pour chaque valeur propre on détermine un vecteur propre.

On a alors (X1, -+, X)) une base orthogonale de .#, 1 (R) formée de vecteurs propres de M.
(Cette affirmation est justifiée par le corollaire de 3.1)

2éme cas : M a au moins un sous espace propre de dimension supérieure ou égale a 2.
On détermine une base orthogonale de chaque sous-espace propre. (L’énoncé devrait, en principe, vous aider)

En juxtaposant toutes ces bases,
on obtient (X7, --,X,,) une base orthogonale de .4, 1(R) formée de vecteurs propres de M.
(Cette affirmation est justifiée par le corollaire de 3.1)

@ Il reste a normer les vecteurs :

X4 Xn
En prenant (Cy,---,Cy) = (, s )
Xl Xl
La famille (Ci,--- ,C,) est une base orthonormale de ., 1(R) formée de vecteurs propres de M.

Autrement dit :
En notant pour chaque i, A; la valeur propre associée a C;.

M O - 0
0 X 0
en notant P la matrice dont les colonnes sont Cy,---,C, et D=
0 0 - A,
P inversible et P '=P' et M = PDP™!
c’est une base orthonormale de vecteurs propres de M

12



Orthogonal d’un sous-espace vectoriel

On note

4.1 Définition.

Définition.

Soit F' un sous espace vectoriel de E, on définit F+ (I’orthogonal de F) par :

Ft={ucFE| WeF, <u;v>=0}

Remarques : 0 £t ={0g} ® {0p}t=F

©® C’est I'ensemble des vecteurs orthogonaux a tous les vecteurs de F.

4.2 Propriétés.

Théorémes.

Soit F un sous espace vectoriel de E, (on note (eq, ..., €,,) une base de F )
@ F est un sous-espace vectoriel de E.
® FNFt={0p
® quel quesoituc€ B, ue€Ft < Vic[l,m], ule
0 dim(F) + dim (Fl) =n
e (FLy'=F

Démonstrations.

© F est une partie de E et il contient le vecteur nul Oy car Yv € F, < v; 0 >= 0, montrons qu’il est stable
par combinaison linéaire :
Soient (a, 8) € R? et (u,us) € FL27

pour un v € F' quelconque,

<oaup+Puz;v> = a<up;v>+L<uz;v> (bilinéarité)
= a0+p30 (car (u1,us2) € FLQ)
0

donc  auq + Bug € Ft
Ce qui achéve la démonstration de : FL est stable par combinaison linéaire.
En conclusion :

’ F* est un sous-espace vectoriel de F

13



2]

(Démonstration par double inclusion)

F et F'* sont des sous-espaces vectoriels de E donc | 0p € FNF* |.

Soit u € F N F*+,
onaueFt donc WYweF <u;v>=0
en particulier u € F donc on a : < u; u >= 0 ou encore ||u||> = 0 ce qui entraine : u = O,

on a bien : ’ FNF+c{0g}

b

En conclusion : ’ FNFt={0g} ‘

© Démonstration par double implication.
Siu € Ft alors Vv € F, <u|v>=0 en particulier cela entraine que Vi € [1;m], <ul|e; >=0.

Réciproquement : On suppose que pour un v € E, Vi € [I;m], <ul|e; >=0.

P
Prenons un v € F, il existe (A1,...,Ap) € R™ tel que v = Z Ai€;
i=1

P
<ulv> = <u] Z)\iei>
i=1

p
S Xi<ule > (bilinéarité)
=1

=0

donc Vo € F, <u|v>=0etainsi ueFt

En conclusion : ’uEFl < VYie[l;m], <ule;>=0

Autrement dit : un vecteur est dans l’orthogonal de F' si, et seulement s’il est orthogonal aux vecteurs d’une
base de F.

O (Admis pour linstant.) On le démontrera avec le théoréme du rang appliqué a la p,,.

© (Démonstration d’une inclusion)
Soit v € F,
1

pour tout u € F- ona <wu;v>=0 donc wve (FH)7,
Fc(F)*

En admettant @ on a dim(F') = dim ((FL)l) ce qui permet de justifier |F = (Fl)L
Remarque : @ donne dim(F) +dim(F*)=n et dim(F*) 4 dim( (FL)J‘) =n

Proposition. (Un cas particulier : vecteur normal a un hyperplan)

Soit v = (ay,...,a,) € R" tel que v # O,

Vect < v >= {(:cl, ey Tp) €R™

n €
Zaixi =0 }
i=1

En effet : {(xh...,xn)eR" Zaimi:O} = {ueE| <u|lv>=0}
i=1

= {ueE|VieVect<v> <tlu>=0}
= Vect <v >+

iaixizo }) =n-—1
i=1

Remarque : dim ({(xl,...,xn) eR"

Exemples dans R :

(Vect < (1,2,—4) >)" = {(z,y,2) e R® | 2—2y—42z =0} {(z,y,2) € R* | 22—32 = 0} = Vect < (2,0, —3) >
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4.3 Décomposition.

Théoréme

Soit F' un sous espace vectoriel de E,

quel que soit u € E, il existe un unique couple (up,upi) € F x F+ vérifiant u = up +up.

définition : up est appelé projeté orthogonal de u sur F, on note le note p,.(u)

Démonstration.
Soit u € E,
e (Ezistence) (non faite en classe)
m
Idée : On note (eq, ...e,,) une base orthonormale de F' et on pose v = Z <ule; > ey
i=1
e d'une part on a : v € F
e d’autre part pour tout i € [1;m], <u—wvl|e; >=--- =0 donc (en utilisant ® ) u—v € F+
m
(w—v,e) = (u,e1) = > (u,e5)(ej,e0) = (u,e5) — (w,e;) = 0.
j=1

donc en posant (up,upi) = (v,u —v) on a: (up,upr) € F x F* vérifiant u = up + ups

e (Unicité)

U = V1 + U2

u=v] +vy

On a alors vy + vy = v} + v}  ce qui entraine v; — v} = v) —ve et donc vy —v; € FNF+
—— =

supposons qu’il existe deux couples (v1,v2) € F x FL et (v],vh) € F x F* tels que {

er cFt

oron avuque FNFL={0g} doncwv; =v), puis vy = v}, le couple (v1,v2) est bien unique.

Remarques :

® p,(x) est I'unique vecteur v de R” vérifiant : ve€F et u—ve FL
® VuecR", p.(u)eF e u—p,(u)€F+

® En particulier v — p, (u) L p, (u), ce qui entraine : ||u — p,. (u)||® + ||p, (w)]|*> = ||u||2.
(théoréme de Pythagore)
O VueF, p.(u)=u et YucFL, p.(u)=0g

En effet : tout vecteur v € F' sécrit u=_u + Op donc ’ pour tout u € F', p.(u)=u ‘
~~~ ~—
er eF+
L er _ I —
tout vecteur u € F+ gécrit u= 0 + _u donc ’ pour tout u € F~, p,(u) =0g ‘
EF S
FL
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Projection orthogonale.

5.1 Définition.

Définition. (La projection orthogonale sur F).

Soit F' un sous-espace vectoriel de R",
La projection orthogonale sur F' est ’application de R™ dans R™ qui, & tout vecteur u associe
son projeté orthogonal sur F'.

pr: R" — R"

U — U, ou U= Up + U,
~ ~~
er cFL

Remarques.
e Autrement dit : La projection orthogonale sur F' est 'application qui, & tout vecteur, associe sa composante
dans F lorsqu’il est décomposé sur F et F*.

eSi F'=R" alors p, =ldg Si F={0g} alors p, estl’endomorphisme nul.

Théoréme.

Soit F' un sous-espace vectoriel de R"™, la projection orthogonale sur F' est un endomorphisme de R".

Démonstration : On note p la projection orthogonale sur F.

p:R" — R", donc il suffit de montrer que p est linéaire

Soient (a, 3) € R? et (u,v) € E?,

en décomposant u et v : u= u, + u,, et v= v, + v,
~~ ~—~ ~~~ ~—
er eFt er eFL
on obtient : au + fv = a(u, +u,_, )+ B(v, +v, ) =aou, +Bv, + au_, +pv_,
——— N—_— ——
er cFL
ce qui donne p(au + fv) = au, + fv,, en encore : p(au+ Bv) = ap(u) + Bp(v) [ ]

5.2 Caractérisation.

Théoréme.

Soit F' un sous-espace vectoriel de R"™,
la projection orthogonale sur F' est ’endomorphisme p de R™ vérifiant :

® pop=p.
@® Lker(p) est égal & F+.
® Im(p) est égal & F.
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Démonstrations.

e Supposons que p est la projection orthogonale sur F'.
Soit u € E,

pop(u) = p(p(u))
= p(u) (car p(u) € F et Vv € F, p(v) =v)

pop=p O

(Double inclusion)

On sait que u — (u) € F* donc

e d’'une part si p(u) = O alors u € F+ donc ker(p) C F*L.

e d’'autre part si u € F- alorsu = 0g + _u  donc p(u) =0 dout F* C ker(p).

er eFL

’ker(p):FL (2] ‘

(Double inclusion)
e d’une part pour tout u € F, u=p(u) donc F C Im(p)
)

e d’autre part pour tout u € E, p(u) € F' donc Im(p) C F

Im(p)=F ©

e Supposons que p vérifie @ , @ et © .
Soit u € E,
d'une part, p(u — p(u)) = p(u) — pop(u) = 0 donc u — p(u) € ker(p) ou encore u — p(u) € Ft
d’autre part, p(u) € Im(p) et comme F = Im(p), il vient p(u) € F
donc p(u) est le projeté orthogonal de u sur F, autrement dit : ’ p est la projection orthogonal sur F'|.

Remarques :
e Si un endomorphisme vérifie ces trois affirmations alors c’est nécessairement p,..

e En notant M = Matg(p,) (matrice dans une base quelconque), on a: M? = M.
e Le théoréme du rang permet enfin de justifier : dim(F') + dim (FJ-) =n

o ker(p,)t =Im(p,) et  Im(p,)" = ker(p,)

5.2.1 Ecriture avec une base orthonormale.

Théoréme.

Soient F' un sous-espace vectoriel de R™ et (ey, ..., e;,) une base orthonormale de F.

m
La projection orthogonale sur F' est définie par : Yu e R", p.(u) = Z <u;er> e
k=1

En effet : (Voir la démonstration de Uexistence de la définition).

Remarques :
e Pour définir la projection orthogonale de F' il suffit de connaitre une base orthonormale de F'.
e On utilise ce théoreme pour (entre autres) déterminer la matrice de p, dans la base canonique.

Corollaire. (Projection sur une droite vectorielle).

Soit v un vecteur non nul de R", on note F = vect(v) (La droite vectorielle dirigée par v)
<u;v>

v
[l

La projection orthogonale sur F' est définie par : Yu € R", p.(u)=

En effet :
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Distance.

6.1 Définitions.

Définition. Distance entre deux vecteurs.

Soient u et v deux vecteurs de R",
on appelle distance (euclidienne) entre u et v le réel ||u — v||.

Propriétés :

Soient u, v et w trois vecteurs de R",
O d(u,v) > 0. 0 d(u,v) =d(v,u). O d(u,v) =0 < u=n. 0 d(u,w) < d(u,v)+d(v,w)

Définition. Distance d’un vecteur d une partie non vide de R™.

Soit u un vecteur de R" et S une partie non vide de R",

on appelle distance de u & S le réel : inf ({d(u,v) | v € S })

(on notera d(u, S) ce réel)

Remarque : La borne inférieure existe car cet ensemble de réel est minorée par 0.
Revoir la définition d’une borne inférieure et le théoréme de la borne supérieure dans R.

Quand Pensemble {d(u,v) | v € S } posséde un plus petit élément, (ie : Jv € S : d(u,v) = d(u,S)), on note
d(u,S) = min({d(u,v) |veE S })
6.2 Lien entre distance et projeté orthogonal.

Théoréme.

‘ Si F' est un sous-espace vectoriel de R” alors Yu € R", d(u,F) = |lu — p, (u)|] ‘

Autrement dit : Ce résultat signifie que la distance a F est réalisée par le projeté orthogonal.
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Démonstration.

e Soit v € F
u—v = (u—Pr(u)) + (Pr(u) —v)
S €F
donc (en appliquant le théoréme de Pythagore) : |lu—v|? = ||u— Pp)|® + ||Pr(u) —v|?

e On en déduit que : |Ju — Pp(u)|® < [ju—ol|?
les normes sont positives donc on obtient : Yo € F, |lu — Pr(u)| < |Ju—v].

e et comme pr(u) € F on obtient : ||u — pp(u)|| = min{|ju —v|| |v e F }

[d(u, F) = [lu—pru)]] |

Remarques :
Pour u un vecteur de R" et F' un sous-espace vectoriel de R™,
. dw,F) =, (]|
e p.(u) est le vecteur de F' réalisant le minimum sur F' de la fonction v +— d(u,v).
e Pour tout v e F, d(u,p,(u)) < d(u,v), ou encore ||u —p,(u)|| < ||lu—7]]|
e Ici Pensemble {d(u,v) | v € F' } admet un plus petit élément, d(u,F) = min({d(u,v) | v € F }).

6.3 Cas particulier. (complément)

Proposition. (Distance d’un vecteur a un plan de R*).

Soit 7 un vecteur non nul de R®, on note F = {v € R* | v L n}  (Le plan de vecteur normal n)

3 | <u;n>|
Vu e R®, d(u,F) = ————
[Inl|
En effet : En posant e; = H—ZH, (e1) est une base orthonormale de F'* donc P, (u)=<uler > e
<u;n>
on en déduit : |[p_, (u)|[=|<ules >|:u|nr|z|

6.4 Ajustement affine par la méthode des moindres carrés.
(Fait en classe sur 'Ex 8 de la feuille_Ex0_26 )

Une expérience donne une série statistique double sous la forme de deux listes : (21, ...,Zn) €t (Y1, -vs Yn)
et on note :

vy =(1,...,1) vy = (X1, .0y Tny) et U= (Y1, Yn)-
et F Despace engendré par vy et wvs. (on suppose que la famille (vy,vq) est libre)
Les éléments de F sont les listes z = (21, ..., zn) pour lesquelles il existe a,b € R tels que
Vie{l,...,n}, z=a+bx;.
Autrement dit, les points M;(x;, z;) sont alignés.
L’ajustement affine par la méthode des moindres carrées revient a :
- déterminer dans F' quelle est la liste minimisant la distance & w.
- déterminer @ dans F tel que d(u, @) = d(u, F).
- déterminer le projeté orthogonal de u sur F.

P (u) est un vecteur de F, on note (@, 13) ses coordonnées dans la base (vy,vs),

On appelle droite de régression linéaire de y en x la droite d’équation : y = a + b
Voir le sujet MMI 2017, 2019 vu en TD informatique, feuille info 24

Remarque : Cela revient a minimiser la fonction :
Fi(ab) — llu—(av +bu)l? =3 (g (a+bay))?
i=1

A savoir illustrer graphiquement.
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Calcul de (@, b) en faisant apparaitre la matrice de Gram. (Fuit en classe)

avi +bvg = p,(u) <= u— (av; + bvy) € F*
u— (avy + bvg) L vy
{ u— (avy + bvg) L vy
<Uu— (M)1+b’02)|”01> 0
{<u— (avy + bug)|vg >=0
<ulvy >=a<wv vy >+b<vg|v >
<
<ulvg >=a<wv|vg>+b<vg|vy >
<wvp|vr > <wvp|ug > a <wulvy >
<~ =
<wvglug > <wylug > b <u|vg >
on remarque que
<wv vy >=n < |vg >=nZ <v2|’u2>:nﬁ <u|vy >=ny < u|vy >=nTy

on obtient le systeme :

(e ) (2) = (%)

—N

S|

+ o+
‘H|

S

I

—N
H‘Q
N
I
=
N~—
S
SN—
S

Lo+ Lo —ZTLy

on définit : 02 = 22 — (%)% (variance empirique de la série (x;))

et cov(x,y) =Ty—Ty (covariance empirique de la série double (z;,y;))
comme on a supposé que la famille (vy,vq) est libre on peut montrer que o2 # 0

On obtient alors :

a + xb=ygy

avy + b/UQ =DPr (u) — Cov(x7y)
= 2
O-‘T)

La droite de régression linéaire de y en x est la droite d’équation y = a + bz ou :

cov(z,y)

2
0%

b= et a=y—bx
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