Lycée Pierre-Gilles de Gennes BCPST
Mathématiques 2023-2024

Devoir Surveillé 04
Le samedi 16 décembre 2023
durée 3h00

Documents écrits, électroniques, calculatrices et téléphones portables interdits
La plus grande attention sera apportée a la qualité de la rédaction, syntaxe et orthographe comprise.
Numeérotez les copies et questions et soulignez ou | encadrez | les résultats.
Vous pouvez utiliser les résultats des questions en amont d’une question donnée en la référencant clairement
Les calculs, méme longs et fastidieux doivent figurer sur la copie

Si au cours de I’épreuve, vous repérez ce qui vous semble étre une erreur d’énoncé, vous le signalerez sur
votre copie et poursuivrez la composition.

Probléme I
Soit 0 < g < 1 et f:[0,4+o00[ — [0, +oo[, une fonction vérifiant I’inégalité :

v,y € [0, Foof, [f(x) = )] < g:Jx =]
On considére une suite u définie par la donnée de ug € [0, +oo[ et la relation de récurrence :
Vn e N, u,1 = f(uy).

Partie A
Un résultat général
Le but de cette partie est de démontrer que la suite u converge vers une certaine limite ¢ € [0, +oo[, indépen-
dante du point de départ ug. On pose, pour n € N, 8, = u,, 1 — uy,.
A.1. Justifier que (uy),en est a valeurs dans [0, +oo[ et que :

Ve N, |841] < q.|8.

A.2. Montrer que :
Vn €N, |6,] < ¢".|&]-

A.3. Montrer que la série },~( 0, est convergente et en déduire que la suite (u,),>0 converge vers une
certaine limite ¢ que 1’on exprimera en fonction de ug et Z::o On-
A.4. Montrer que la limite ¢ vérifie f(¢) = £.

Indication:On pourra commencer par démontrer que f est continue sur tout [0, +-oo].
A.5. Montrer, en utilisant I’inégalité satisfaite par f que si £ et £ vérifient f(¢) =L et f({')=¢alors { ={'.
A.6. Conclure quant au but de cete partie.

Partie B
Un exemple.
Soit f : [0, +oc0[ — [0, 40| définie par Vx € [0, +o0, f(x) = e~ 2.
B.1. Montrer que f vérifie I’inégalité présentée en préambule de ce probleme avec une valeur de g a préciser.
B.2. Un programme Python a calculé les 20 premieres valeurs de la suite u en partant de ug = 1 et donne
pour uyg et la uy; les valeurs :

0.7034674218283558 et 0.7034674227340658

Donner une valeur approchée de la solution de I’équation f(x) = x d’inconnue x € [0, 4o en justifiant du
niveau de précision.



Probleme 11

Le but de cet exercice est de construire deux variables aléatoires a densité X et Y, a valeurs dans [0, +oo|
dont tous les moments existent (et sont finis) et qui, pourtant, n’ont pas méme loi.

On note (Q, .7, ) un espace probabilisé sur lequel toutes les variables aléatoires du texte sont définies.
On note, pour une v.a. X a valeurs réelles admettant une espérance, E(X) la valeur de cette espérance.

Partie A
Quelques intégrales généralisées.
On définit la fonction g : [0, +oo[ — R par :

1
Yy=e". sin(x%).

FNE
Al—

Vx € [0, 4-o0[, g(x) = exp(—x*)sin(x

A.1. Soit n € N. Montrer que les intégrales généralisées

oo oo
/ t"e sin(t) dt et / t"e " cos(t) dt
0 0
sont convergentes. On note S, et C,, leurs valeurs respectives :

oo +oo
Sp = / t"e 'sin(t) dt et C, = / t"e ' cos(t) dt.
0 0

On note aussi V,, = (g") )
n

A.2. Montrer que Sy = % On admettra que Cp = Sg = %
A.3. Montrer que :

Spi1 — G = (l’l—|— I)Sn
VneN,{ ot ot .
{ Spv1 + Gy = (l’l + 1>Cn

A.4. En déduire que :

1
VneN, Vo =nm+1)MV,ouM = > (_11 i)

puis que
VneN,V, = n!M".\Vy.

A.5. Calculer M* et en déduire que :
Vk e N, Sy13=0.

A.6. En utilisant et justifiant le changement de variable x = r*, montrer que :

~+oo
Vk € N, / xF.g(x) dx=0.
0



Partie B
Densités et variables aléatoires.

On considere 71,73, T3, Ty des variables aléatoires indépendantes exponentielles de parametre 1, i.e. de
loi & (1).
B.1. Rappeler espérance, variance, et densité de 7.

* %k

On rappelle la formule de convolution donnant une densité fs de la somme S = U +V de deux variables
alétoires indépendantes U et V a densité, de densités respectives fy et fy :

+oo
Vs R, fs(s) = [ fulw)fils—uw) du

* Kk k

B.2. En utilisant (avec justification) cette formule de convolution, donner une densité de U = T + T>.
Donner une densité de V = T3 + T;.

B.3. En utilisant (avec justification) la formule de convolution, donner une densit¢ de 7 =U + V.

B.4. Montrer qu’une densité de X = T* est la fonction f vérifiant :

VxE]R,f(x)z{O ) s.1x<0

c.exp(—x#) sinon

ou ¢ est une constante réelle a préciser.

B.5.a. On prolonge g a tout R en posant g(x) = 0 pour x < 0. Donner —en justifiant— une valeur possible
pour € > 0 pour que la fonction ¢ = f + €.g soit une densité de probabilité sur R.

B.5.b. Soit Y une variable aléatoire réelle ayant ¢ pour densité. Justifier que pour tout k € N,

E(Y%) = Ex%)

B.5.c. Comparer P(X < %) et P(Y < %) Les variables aléatoires réelles X et Y ont-elles méme loi ?

Partie C
Simulations informatiques

On suppose qu’en préambule du script dans lequel les fonctions a écrire sont intégrées, la bibliotheque
numpy . random a ét€ importée sous 1’alias nr. On rappelle qu’alors la fonction nr . rand retourne un nombre
(float aléatoire tiré uniformément dans I’intervalle ]0, 1] et que les appels successifs a cette fonction sont
autant de tirages indépendants.

C.1. Ecrire une fonction d’entéte Exp () retournant un réel positif aléatoire suivant la loi exponentielle & (1).
C.2. Ecrire une fonction d’entéte X() simulant la variable X de la partie/question B.4, retournant un réel
positif aléatoire suivant la densité f.



Probléeme 111

Ce probleme comporte deux parties largement indépendantes.

Lorsque I’on effectue des sondages, de nombreux biais statistiques peuvent apparaitre : on peut par
exemple avoir considéré un échantillon non-représentatif de la population, il peut y avoir un biais dans les
réponses des personnes sondées... On va s’intéresser dans ce probleme a ce que 1’on appelle le biais par la
taille : il provient du fait que si I’on choisit une personne au hasard dans la population, celle-ci a plus de
chances de faire partie d’une catégorie nombreuse de la population.

Le biais par la taille est la source de nombreux « paradoxes » probabilistes, comme le fait que les
gagnants du loto vivent en moyenne plus longtemps (parce que les gagnants sont ceux qui ont pu jouer au
loto plus longtemps) ou le fait que vos amis ont en moyenne plus d’amis que vous (car les gens qui ont un
tres grand nombre d’amis font slirement partie de vos amis). On verra ici comment formaliser le biais par
la taille, et I’utiliser dans différents contextes.

Toutes les variables aléatoires intervenant dans le probleme sont définies sur un espace probabilisé
(Q,.7,P). Pour toute variable aléatoire X, on notera [E (X) son espérance (resp. V(X) sa variance) lors-
qu’elles existent.

Pour deux événements A, B € .7, on note Pg(A) la probabilité (conditionnelle) de A, sachant B, qui est
définie sans ambiguité lorsque P(B) > 0.

Partie A
Biais par la taille, exemples discrets.

A.1. On suppose que le nombre d’enfants dans une famille francaise prise au hasard est une variable aléa-
toire X. Pour connaitre la loi de X, une idée serait d’interroger les éleves d’une école pour connaitre le
nombre d’enfants dans leur famille.

On va voir que cette approche introduit un biais, en considérant une situation particuliere. Supposons
que X suive la loi binomiale de parametres n =10 et p=1/5. On note py =P(X =k) pour k € {0, 1,...,10}.
A.l.a. (i) Rappeler I’expression de py pour k € {0,1,...,10}. (ii) Que vaut E (X)?

(iii) Donner V(X), et en déduire E (X?)

A.1.b. Soit M} le nombre de familles a k enfants, M = 2,120 M. 1e nombre total de familles (donc p = My /M
). Soit N; le nombre total d’enfants (c’est-a-dire dans toute la population) qui font partie d’une famille a k
enfants, et N = Z}COZO Ny le nombre total d’enfants de la population.

(i) Montrer que N, = kpiM. (i) Montrer que N/M = 2.

(iii) Montrer que la proportion des enfants provenant d’une famille a k enfants est p; = kpy/2.

A.l.c. On choisit un enfant au hasard dans une école, a qui I’on demande combien d’enfants ses parents
ont eu (elle incluse). On note Y ce nombre d’enfants.

(i) Pour tout entier k élément de {1,2,...,10}, montrer que P (Y = k) = kp; /2.

(i) Montrer que E(Y) = E (X?) /E (X).

(iii) En déduire E (Y) et le comparer a E (X).

A.2. Soit n un entier naturel et soit X une variable aléatoire a valeurs dans {0,...,n}, non identiquement
nulle. Pour tout entier i > 0, on pose :

i

E P =0

qi =

A.2.a. Montrer que la suite finie (g;),,, définit la loi de probabilité d’une variable aléatoire a valeurs
dans {1,...,n}. o

On considere une telle variable aléatoire X*, ¢’est-a-dire vérifiant que, pour tout i entier naturel non nul
P(X* =i) = g;. On dit que X* suit la loi de X biaisée par la taille.
A.2.b. Montrer que E (X*) = E (X?) /E(X).
A.2.c. En déduire que V(X) =E(X) (E(X*) —E(X)).
A.2.d. Conclure que E (X*) > E(X).



Partie B
Biais par la taille, propriétés

Dans cette partie, on démontre de nombreuses propriétés des variables aléatoires biaisées par la taille.
B.1. Biais par la taille : le cas de variables a densité.

Soit f une densité de probabilité sur R, nulle sur |—oo,0[ et soit X une variable aléatoire de densité f.

On suppose que X admet une espérance E (X) finie et strictement positive.

On définit la fonction g par :

VxeR, g(x) =

B.1.a. Montrer que g définit une densité de variable aléatoire positive. Soit une variable aléatoire X* dont
la densité est g. On dit que X * suit la loi de X biaisé par la taille.
B.1.b. Soit a un réel strictement positif.

(i) Montrer que la variable aléatoire aX posséde pour densité z+— 1 f (£).

(ii) En déduire que (aX)* et a x X* possédent la méme loi.
B.1.c. Une propriété importante. Soit 4 : [0, 40| — R une fonction bornée et continue sauf éventuellement
en un nombre fini de points. Montrer que [E (X/(X)) est bien défini et que

E(h(X') = 5B OXACY))

* % %

On pose alors la définition suivante, que la variable X soit a densité ou non : si X est une variable
aléatoire réelle positive d’espérance [E (X) strictement positive, on dit qu’une variable aléatoire positive X *
suit la loi de X biaisée par la taille si on a

E(h(X")) = ——E (Xh(X))

pour toute fonction 4 : [0, 4] — R bornée et continue sauf éventuellement en un nombre fini de points, et,
par extension naturelle, pour toute fonction 4 telle que X .i(X) admette une espérance.

B.2. Dans cette question, on se fixe f : R — R et g : R — R deux fonctions croissantes. Soit X une variable
aléatoire telle que les espérances E (f(X)), E(g(X)) et E(f(X).g(X)) sont bien définies.

B.2.a. Montrer que quels que soient les réels xj et xp, ona (f (x;) — f (x2)) (g(x1) —g(x2)) >0

B.2.b. Soient X;, X, deux variables aléatoires indépendantes, de méme loi que X. Montrer que

E((f(X1) = f(X2)) (g (X1) — g (X2))) = 2E (f(X)-g(X)) — 2E (f (X)) .E (¢(X))

B.2.c. En déduire que E (f(X).g(X)) > E(f(X)).E(g(X)).
B.3. Dans cette question, on suppose que X est une variable aléatoire positive d’espérance strictement
positive, et telle que E (X ’"“) existe pour un entier m > 1 donné. On suppose aussi que X* est une variable
aléatoire positive qui suit la loi de X biaisée par la taille.
B.3.a. Soit p un entier naturel tel que 1 < p < m.

(i) Montrer que pour tout réel x >0, ona 0 < x” < 1 4+x"*1,

(ii) Montrer que E (X?) existe.
B.3.b. Montrer que E (X"*!) > E(X).E (X™).
B.3.c. En déduire que E ((X*)™) > E(X™).



B.4. Pour A un événement, on note 114 la variable aléatoire définie par ll4(®) =1si w € Aet ll4(w) =0
sinon. Pour tout 7 réel, on définit la fonction g; par Vx € R, g;(x) = 11}, | o((x).

B.4.a. Montrer que la fonction g; est croissante sur R.

B.4.b. Soit X une variable aléatoire positive, admettant une espérance. Montrer que pour tout ¢ réel,
E (Xg/(X)) est bien défini et que :

E(Xg (X)) Z2EX)P(X >1).

B.4.c. Montrer que pour tout ¢ réel, P(X* >1) > P (X >1).

B.S. Soit X1, ...,X, des variables aléatoires positives, indépendantes, non nécessairement de méme loi. On
suppose qu’elles admettent toutes une espérance strictement positive, et on note y; = E(X;). De plus, on
pose U =YL Wi, et Sy =Y Xi.

B.5.a. Donner E (S,,).

B.5.b. Soit J une variable aléatoire a valeurs dans {1,...,n}, de loi définie par Vk € {1,...,n} ,P(J =k) =
W/ 1. Quelle est 1a loi de J si les variables aléatoires X; sont de méme loi ?

* % %

On considere X', ..., X, des variables aléatoires indépendantes, indépendantes de Xi, ..., X,, telles que,
pour tout entier i tel que 1 <i < n,X;" suive la loi de X; biaisée par la taille.
On suppose que J a valeurs dans {1,...,n}, est indépendante de X;,X},...,X,,X,, de loi définie par

Vke{l,...,n},P(J=k) = /1.

On considere la variable aléatoire X; = Z;FZI Xjlly—j) eton définit 7, = S, — Xj + X;

Autrement dit, on choisit un indice aléatoire J et, dans la somme )\, X;, on remplace X; par X;
B.5.c. Soit & : [0, 4] — R bornée et continue sauf éventuellement en un nombre fini de points.

(i) Montrer que :

(1) = L) g = Y h(S =X+ X))
i= i=
(i1) En déduire que :
E(h(T,)) = iP(J: DEM(S,—Xi+X/")).
i=
B.5.d. Pouri € {l,...,n}, montrer que pour tout réel s,

1
E(h(s+X)) = EE (Xih(s+X;)).
1
On admettra qu’on en déduit I’égalité E (h (S, —X; + X)) = iE (Xih (Sy))
B.5.e. En déduire que E (h(T,)) =E(Sph(Sy)) /E(S,).
B.5.f. Conclure que 7, suit la loi de S, biaisée par la taille.
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Lycée Pierre-Gilles de Gennes BCPST
Mathématiques 2023-2024

Correction DS 04

Correction Ex.—1

Partie A
A.1. La suite (uy,),en est a valeurs dans [0, +eo| car I'intervalle [0, +oo[ est stable par f et ug € [0, +oo[. Pour
n € N, on a, en utilisant la relation de récurrence, puis 1’inégalité satisfaite par f avec x =u, 1 ety =uy, :

‘6n+l| - ’un+2 - un—O—l’ - ‘f(un—H) _f(un)‘ § q"un—O—l _un| = q‘6n‘
A.2. Montrons par une récurrence de type géométrique que :
VneN, (Hy,) |6, < ¢".|60]

1. (Hp) est |8| < q°.|8] qui suit du fait que ¢° = 1.

2. Supposons que I’on dispose de (H,,) pour un certain n € N, on a alors :
[6us1] < q.18al < 9.8 = "1 80|

ce qui est (Hy41)-

A.3. La série },,>( |0,/ a termes positifs vérfie :
vneN, ‘6n| < qn’60’

Or Y,,~0|00].¢" converge c’est une suite géométrique de raison ¢ avec 0 < g < 1 et donc, par le théoreme de
comparaison pour les séries a termes positifs, Y~ |8,| est convergente, donc Y, 8, est ACV, donc, par
le théoréme ACV = CV, ¥~ 6, CV. Pour alléger les écritures, on pose ensuite

~+oo

S=Y 6.

n=0
On en déduit que la suite des sommes partielles de cette série converge vers S :

Nt N—+
Y 6" =7S
n=0

Or, par télescopie Zﬁl\’

_01 0, = uy — ug et donc

N—1
N—oo
uy =uo+ Y & — ug+S$
n=0

On a donc obtenu que la suite (u,),>0 converge vers une certaine limite £ = ug + Y., 5.



A.4.Lafonction f est continue sur tout [0, 4-oo[. En effet, soit xg € [0, 4-oo[. Par I’inégalité supposée satisfaite

par f,
Vx € [0, +eo, 0 < [f(x) — f(x0)] < g.]x —Xo].

Lorsque x — xp, le théoréme des « gendarmes », implique que |f(x) — f(xo)| — 0, ie. f(x) — f(xp). Ceci
montre que f est continue en xp. Comme xg € [0, oo est quelconque, f est continue sur [0, 4-oo].
Remarquons que ¢ > 0 en passant a la limite la famille d’égalités larges :

VneN, u, >0.
Maintenant, en écrivant la récurrence, on a
VneN, uy = fluy).

En passant cette famille d’égalités a la limite lorsque n — 4o :

— Upy1 — £ (suite décalée)

— f(uy) — f(¢) car f est continue en ¢ (caractérisation séquentielle de la continuité)
Par unicité de la limite, il vient £ = f({).
A.5. Si l et ¢ vérifient f(£) =L et f({') = ¢ alors

(el =1f(0) = f()] < qle—0]

et donc
(I—g).Jt—=1<0

Comme 1 —¢ > 0, il vient | — ¢'| <0 etdonc | —¢|=0etdonc ¢ =/'.
A.6. On a donc démontré que si la fonction f: [0, 4-co[ — [0, 4-oo[ vérifie I’inégalité présentée en préambule
alors,

1. La fonction f admet un unique point fixe £ € [0, +oo[, i.e. il existe un unique nombre réel £ € [0, +oo|
vérifiant f(¢) = { et

2. toute suite u vérifiant : ug € I, Vn € N, u, 1 = f(u,) converge vers /.

Partie B
Un exemple.

Soit £ : [0, oo — [0, o[ définie par Vx € [0, +-oo[, f(x) = e~ 2.
B.1. L’exponentielle étant positive, f : [0, +oo[ — [0, 4-ool. Par ailleurs, f est de classe €' sur [0, +oo[ avec

1

Vr € [0, 4eo, £1(x) = —= ¢ F.

On a donc
Vx € [0, +oof, |f'(x)] <

Si maintenant x et y sont dans [0, +o<|, par le TAF, il existe c entre x et y tel que
f) = fO) =F(e)-(x—)
En passant & la valeur absolue et en utilisant le fait que [ f'(c)| < 3, il vient :
Ve €10, +eel, £~ ()] < 5 el
La fonction f vérifie I’inégalité demandée en préambule de ce probléme avec une valeur g = %

2



B.2. Les valeurs uyg et up; sont
0.7034674218283558 et 0.7034674227340658

Une valeur approchée de ¢ semble étre 0.70346742 4 10~8 prés. Pourquoi cette précision (ou un peu moins
10~°, par exemple) ? Deux raisons possibles :

1. En reprenant les majorations faites en partie A avec g = %, on peut voir que

oo foo _
o=t =1 Y. 811 < Jur —uo| . g7 = 17200 ¥

Comme ici |u; —up| < 1, que g = %, que n = 21, 'erreur commise par la deuxieme valeur est
<2720~ 107 (car 10° = 1000 ~ 219).

2. En comprenant comment est organisée la suite (u,), on comprend que du fait de la décroissance
de la fonction f, les deux sous-suites (upi1)ren €t (42 )ren sont adjacentes et donc la limite ¢ est
comprise entre deux valeurs consécutives de la suite u,...

Correction Ex.-2

Partie A
Quelques intégrales généralisées.

On définit la fonction g : [0, +oo[ — R par:

1
Vx € 0,40, g(x) = exp(—x%) sin(x%) =" sin(x

-

)

A.1. Soit n € N. Soient les intégrales généralisées

o0 ~+oo
/ t"e"'sin(t) dt et / t"e ' cos(t) dt.
0 0

Traitons uniquement le cas de la premiere, celui de la deuxieme étant similaire en remplagant sin par cos.
— Lintégrande ¢ — "¢ 'sin(¢) est continue sur [0,+oo[, I’intégrale généralisée est donc légitime a
considérer, elle a une singularité en +oo.
— Lorsque r — o0, comme |sin(¢)| < 1,

Vt € [0,4o0[, 0 < |t"e 'sin(t)| < |"e” | ="’

et, comme par croissance comparées 2.t"¢~* — 0, on en déduit (par utilisation de la définition de
limite avec € = 1) qu’il existe A > 0 tel que

1
Vi >A,0<|"e " sin(t)] < o)

— Comme | A+ [iz dt est convergente (elle vaut, au sens des limites, [—%] 4

de comparaison pour les intégrales a intégrande positive, I'intégrale [, |t"e~"sin(¢)| dt est conver-
gente, ce qui signifie que f0+°° e "sin(t) dr est absolument convergente et donc qu’elle est conver-
gente par le théoreme ACV = CV.

A.2. Pour mener le calcul de Sp,on peut

= %), par le théoreme

1. Soit faire deux intégrations parties en dérivant a chaque fois la fonction trigonométrique : (on laisse
ceci au lecteur, ¢ca marche),

2. Soit passer en complexes et calculer directement

o0 . o0 ) 1 oo 1 14
Co+i.So= / e e dr = / e il dt = — [ 77 = 1
0 0 —1+i

et finalement Cy = Sp = %



A.3. Soit n € N, on a par intégration par parties généralisée :

—+oo
(n+1)S, = / (n+1)" e sin(t) di
" g 0
u' (¢ v(t

(o]

= [t’““le_’sin(t)];r —/()ert”“e_’.(—sin(t)+cos(t))dt

On a posé dans ce calcul :
Vt € [0, +oo[, u(t) = "1, v(t) = e 'sin(z)

Les fonctions u et v ainsi définies sont de classe €’ sur [0, +oo],
Vt € [0,4o0[, 4 () = (n+ 1)t", V() = e (—sin(t) +cos(t)).

Par ailleurs les intégrales intervenant dans la formule sont toutes connues pour tre convergentes et enfin le
crochet (au sens des limites) vaut 0 du fait de #"*! en 0 et par croissance comparée en +oo.
On a donc

(n+1)S, = /(:ootnﬂet.(—l— sin(t) — cos(t)) dt
= Sut1— G
Pour G, le calcul est le méme avec les fonctions u et v définies par :
Vr € [0, +oo], u(t) = "1, v(t) = e ' cos(t)

et vérifiant
Vt € [0, +oo[, 4/ (t) = (n+ 1)t", V' (t) = —e " (sin(t) +cos(t)).

Cela donne
too
(n+1)Cy = / "o (4sin(t) +cos(t)) dr
0
= Sp+1+Cota

Ces deux identités se réécrivent :

Spi1 — Copr = (n+1)S
y N n+1 n+1 n .
e ’{Sn+1 + Cui = (n+1)C,

A.4. Posons N = (1 1

b= 1) . L’identité se réécrit matriciellement en :
VneN, NV, = (n+1)V,
1 ) . oz
En posant M = > (_11 i) , on vérifie facilement que M.N = I, et donc en inversant la relation précédente,

VneN,V, 1= (I’l+ 1)M.Vn
Par une récurrence assez triviale (A Rédiger!! sur la copie), on obtient que

vn e N, Vn - I’l!Mn.V().



A.5.0na

1/0 1 1 1 1
M? =~ M{=—-hL=—-NMetM>=—-.N.
2(_1 O), 1 2 4N et 4N

Remarquons de plus que

1 1/0
3 _ - _ -
MP.Vy =~ N.Vp = 4(1>

On a donc, pour k € N,

Vigrs = (dk+ 3)!M4kM3.V0 = pras 1

(=D (4K +3)! (0)

En extrayant la premiere composante de cette identité vectorielle, S4143 = 0 et donc :
Vk e N, S5 =0.

Remarque :on a aussi la valeur de Cy;3 et en travaillant de la méme maniere avec n = 4k, n = 4k + 1,
n =4k +2, on peut disposer de toutes les valeurs des C,, S,,. Elles ne nous servent a rien dans la suite.
A.6. Posons, pour k € N,

o0 —+oo 1
Iy = / Fg(x) dx = Ko sin(x%) dx
0 0

La fonction 7 — t* = x est de classe € sur [0, 40|, strictement monotone, lorsque t = 0, x = 0, lorsque
t — +oo, x — 4o et enfin dx = 4+ dt, par changement de variable généralisé, on en déduit que

1 1

oo oo
/ ¥ sin((r*) ) exp(— (1) e di = / 2 sin(xr ) exp(—xt) dx = I
0 0
On reconnait donc que I = 454413 = 0 et finalement :

~+oo
VkeN,/ ¥ g(x) dx = 0.
0



Partie B
Densités et variables aléatoires.

On considere T, T», T3, Ty des variables aléatoires indépendantes, a densité de loi & (1).
B.1.Avec A =1

1 1
ENh)===1,V(T1)=—=1
(T1) 7= b (T1) P
et pour densité f; avec
VtER, fi(t) = {e SI. — = g
0 sinon =

B.2. On peut utiliser la formule de convolution pour donner une densité fiy de U = T; + 7> car ces deux v.a.
a densité sont indépendantes (hypotheses).
On a, pour u € R,
~+oo

o0
Ju(u) = / N@)-Silu=t)dr=e™ [ Aoy gm0y di
En distinguant les cas u < O et u > 0, il vient :

— Pouru <0, fy(u) = [120dt =0;
~+o0
— Pouru >0, fy(u) = e”/ Wioi<yy dt =u.e™;
et donc B
Vu e R, fu(u) =u.e "1l ,>p

Une densité de V = T3 + Tj est aussi fy car T3 et Ty ont méme loi que 77 et T, et sont indépendantes.
B.3. On peut utiliser la formule de convolution pour donner une densité fy de T = U 4V car ces deux
v.a. a densité sont indépendantes (par le lemme des coalitions U est fonction de 71,7>, V de T3 T4 avec
T\,T>,T5, T, indépendantes). On a, pour t € R,

~+oo

400
fr0)= [ o fie—wdu=e [ ult— ) g0 du

En distinguant les cas r < O et¢ > 0, il vient :
— Pourt <0, fr(t) = [T20du=0;
+o0 1
— Pourt >0, fr(t) = e_t/ w.(t —u) U o<y>y) du= 6.t3.e_t;
et donc -

1
Vi eR, fr(t) = 6.t3.€7[11{t20}.

B.4. Soit X = T*. Calculons une densité de X par la méthode de la formule de transfert générique. Soit
h: R — R une fonction telle que (X) admette une espérance. Alors h(T*) admet une espérance et donc,
par la formule de transfert pour 7' (avec intégrale ACV) :

—+oo
E(h(X)) = E(h(T4))=/ h(t4)é.t3.e_’ dt
0
IR S BRI S
= 24/0 h(t*)e 4t°dt

1t !
= ﬁ/o h(x)e ™" dx.

Pour la derniére ligne, on a effectué le changement de variable x = r* déja utilisé en A.6, ce qui conserve la
nature ACV des intégrales.



Une densité de X est donc la fonction f vérifiant :

0 1x<0 1
VXER,f(X):{ 1 A Oflc:ﬁ.

c.exp(—x#)

B.5.a. En choisissant € = i, on voit que la fonction ¢ = f 4 €.g est une densité de probabilité sur R.
En effet,

1. pour x < 0, ¢(x)+ 0 et pour tout x € [0, +oo],

0(6) = F(x) + 538(0) = 5 exp(—x*).(1 +sin(xt) >0

car 1 +sin(y) > 0.

oo oo 1 e
o(x) dx = f(x) dx-l——/ gx)dx=14+0=1
o 0 24 Jo

B.5.b. Soit Y une variable aléatoire réelle ayant ¢ pour densité. Pour tout k € N,

E(Y*) = /+ka¢(x) dx = /()Jrooxk.f(x) dx+ %/()Jrooxk.g(x) dx = E(x%)

—o0

=0

B.5.c.On a

N—
N—
N—

1 1
PIY < 50 ~P(X < 30 = [ o) dx— |

0

f(x)dx= 8/ g(x) dx.

0
: . . T P .
Si x varie sur I'intervalle |0, 3], x* varie sur |0, ] et donc g(x) = e ** sin(x#) est > 0. Son intégrale (de
fonction continue) est donc > 0 et on a

1 1 1 1
< —) — < — .e. < — < —
IP’(Y_16) IP’(X_16)>O,le]P’(Y_16)>IP’(X_16)

Les variables aléatoires réelles X et Y n’ont donc pas méme loi.

Partie C
Simulations informatiques

C.1. C’est un classique !

def Exp()
return -np.log(nr.rand())

C.2. C’est une simple formule & implémenter : faire attention a faire 4 tirages indépendants !

def X()
tl1 = Exp(); t2 = Exp()
t3 = Exp(O); t4 = Exp ()

return (tl + t2 + t3 + t4)*x4



Correction Ex.-3

Partie A
Biais par la taille, exemples discrets.

A.1. Supposons que X suive la loi binomiale de paramétres n = 10 et p = 1/5. On note p;y = P(X = k)
pour k € {0,1,...,10}.
Ala. (i)Ona,pourk € {0,1,...,n}, pr = () p"(1—p)"* (i) et E(X) =np=2.

(iii) Finalement V(X) = n.p.(1—p) = § et donc E (X?) = V(X) +E(X)* = Z.
A.1.b.

(i) Si le nombre de familles a k enfants est M, le nombre d’enfants apprantenant a une telle famille est
donc Ny = kM, et donc N, = kppM, vu que py = My /M, comme souligné dans le texte (c’est un élément de
la modélisation).

(i1) On a donc
10

N=Y Ne=) kpiM=ME(X)=2M.
= k=0
On adonc N/M = 2.
(iii) La proportion des enfants provenant d’une famille a k enfants est donc :

NN
(1) La proportion d’enfants au sein d’une école « au hasard », ce que sous-entend le tirage uniforme d’un

enfant dans la population, qui proviennent d’une famille de k enfants est p; et donc, pour k € {1,...,n}, la
proportion d’enfants répondant k est p;. On a donc, pour k € {1,2,...,10},

= kpi/E(X) = kpi/2.

P(Y = k) = pj = kpi /2.

Il est piquant de remarquer que P(Y = 0) = O car on ne peut rencontrer aucun enfant provenant d’une
famille n’ayant pas eu d’enfants.

(i1) En appliquant la formule de I’espérance pour Y, puis en remarquant que I’on a affaire a la formule
de transfert pour E(X?), on a donc

10 1 10
EY)=Y kpi=——Y K.p.=E(X?) /E(X).
(Y) k;) Pk E(X)];) Pk (X?) /E(X)

(iii) On a donc (question A.Laiii) E(Y) = 2.} = 4 =2 8 > E(X).
On a obtenu cette comparaison d’un point de vue numérique, ce qui suffit dans cette partie, on peut
remarquer qu’un argument plus théorique est peut-étre plus satisfaisant (on remarque V(X) > 0) :

E(X?)-E(X)> V(X)

E(Y)-EX)= = >0
A.2. Soit n un entier naturel et soit X une Variable aléatoire a valeurs dans {0,...,n}, non identiquement
nulle. Pour tout entier i > 0, on pose g; = (X) P(X =i).

A.2.a. On a (en remarquant que 0.P(X = 0) = 0, puis que ’on a affaire a E(X)) :

n 1 o _ B
;qi:mgl.P(X—) E(X) 1.

Le fait que X soit positive, non identiquement nulle garantit que E(X) > 0 (et donc que sa présence au
dénominateur est 1égitime).



La suite finie (g;);-,~, de nombres positifs définit donc bien une loi de probabilité. On peut donc
considerer une variable aléatoire X* vérifiant, pour tout i entier naturel non nul

A.2.b. La variable aléatoire X* est (presque-siirement) a valeurs dans {1,...,n} car Y} P(X* =k) = 1.
On a donc, par la formule de 1’espérance pour X*, puis par la formule de transfert pour X,

n n 2
E(X*) = iZ{i.IP’(X* =i)= ﬁ;iz.ﬂ%x =)= I;(())(())'

A.2.c. Etdonc, calcul déja exhibé en A.1.c.iii, par KOENIG-HUYGHENS,
V(X) = E(X*) —E(X)* =E(X) [E(X*) - E(X)].

A.2.d. Comme V(X) >0, E(X) > 0, onen conclut que E (X*) —E (X) >0, c’est adire que E (X*) > E (X).

Partie B
Biais par la taille, propriétés

B.1. Biais par la taille : le cas de variables a densité.
B.1l.a. La fonction f est nulle sur [0, +oo[, positive (au sens large) ailleurs. On en déduit que P(X > 0) =1
et, comme X est a densité, P(X = 0) = 1 et dnc X > 0 presque-siirement.

On en déduit que la fonction g définie par Vx, g(x) = %{%) est partout positive, nulle sur [0, +oo].

Par ailleurs son intégrale généralisée est

+oo 1 400 1
/0 g(x) dx:m/o x.f(x) dx:mE(X)zl

(Cette intégrale généralisée est tout aussi 1égitime a considérer que celle donnant E(X))

Soit une variable aléatoire X* dont la densité est g. On dit que X* suit la loi de X biaisé par la taille.
B.1.b. Soit a un réel strictement positif. Posons Z = a.X.

(i) Soit & : R — R une fonction telle que E(h(Z)) existe. Alors E(h(a.X)) et donc, on a I’égalité, I’inté-
grale a droite étant absolument convergente,

~+o0
E(h(2)) = [ hax)f(x) dx
En appliquant le changement de variable linéaire z = a.x dans cette intégrale (noter que, comme a > 0, ce
changement de variable est bijectif, strictement croissant de | —eo, +oo[ sur |—eo, +oo[. On a aussi « dx =

é dz »), on obtient :
+oo 1

Z
E(h(Z))) = / ha)-f(Z) d
(@) = | @) f(5) ax
Cela démontre que la variable aléatoire Z = aX possede pour densité f, : z +— é f (f—l)
(i1) La variable aléatoire Z* (dont la densité possede les propriétés requises pour entrer dans la possibilité
de définition) a donc pour densité g, définie par

VzER, galz) = @z.m)



Comme E(Z) = a.E(X), on a donc

reemald =g (1) =)

Comme g, est une densité de a x X* (méme calcul de densité par changement de variable linéaire), on en
déduit que (aX)* et a x X* possedent la méme loi.

B.1l.c. Soit & : [0,4o0] — R une fonction bornée et continue sauf éventuellement en un nombre fini de
points. On a, par la formule de transfert pour X que E (XA (X)) est bien définie si

~+oo
/ xh(x).f(x) dx est absolument convergente.

—00

Comme £ est bornée et donc majorée, en valeur absolue, par une certaine constante C > 0, I’'intégrande de
cette intégrale (qui est 1égitime du fait des propriétés de continuité s et de f) est majorée en valeur absolue
par :

Vx € R, |xh(x).f(x)] < C.|x|.f(x)

Comme X admet une espérance, I'intégrale fi: x.f(x) dx est ACV et donc par le TCIIP et I’inégalité

d’intégrande exhibée précédemment, I'intégrale [ xh(x).f(x) dx est absolument convergente.
On a donc, comme Vx, x.f(x) = E(X).g(x),

oo oo
E(X.h(X)) = / h(x).f(x) dx = E(X). / h(x).g(x) dx = E(X).E(h(X")).

—o0 —o0

On peut réécrire cette identité en

* kK
B.2. Soient f: R — R et g : R — R deux fonctions croissantes.
Soit X une variable aléatoire telle que les espérances E (f(X)), E(g(X)) et E(f(X).g(X)) sont bien
définies.
B.2.a. Soient des nombres réels x| et xp, comme f, resp. g, est croissante, (f (x1) — f (x2)), resp. (g (x1) — g (x2))
est du méme signe que x; — x; et comme lorsque deux nombres sont de méme signe, on en déduit que leur
produit est positif, on obtient alors que :

(f (x1) = f (x2)) (8 (x1) — g (x2)) = 0.

B.2.b. Soient X;,X; deux variables aléatoires indépendantes, de méme loi que X. On a, en développant,
(égalité de variables aléatoires) :

(f (X1) = £ (X2)) (g (X1) —g (X2)) = f (X1) g (X1) — [ (X2) .8 (X1) — f (X1) .8 (X2) + f (X2) 8 (X2)

On remarque ensuite que, du fait que X7, X, ont méme loi que X alors

E(f(X1)g(X1)) = E(f(X2)gX2)) =E(f(X)g (X))

De plus, par indépendance de X; et X, par lemme des coalitions, f (X)) et g(X>) sont indépendantes et donc

E(f(X1)g(X2)) = E(f(X1))E(g(X2)) =E(f (X)) E(¢g(X))

et de méme

E(f(X2)g(X1)) = E(f(X2))E(g(X1)) =E(f (X)) E(g(X))

10



En prenant I’espérance de la formule développée, en utilisant la linéarité de 1’espérance et les identités
ci-dessus, il reste

E((f(X1) - f(X2)) (g (X1) —¢(X2))) = IE(f(Xl)g(X ))—E(f

)
E(g(X)HE
= ZE( ( )g(X))

B.2.c. Comme I’espérance d’une variable aléatoire positive est positive, I’'inégalité de B.2.a et le calcul
ci-dessus montrent que

2E(f (X)g (X)) — 2E(f (X)) E(g (X)) > 0

Ceci est évidemment équivalent a

E(f(X).8(X)) = E(f(X)) .E(¢(X)).

B.3. Dans cette question, on suppose que X est une variable aléatoire positive d’espérance strictement
positive, et telle que E (X '”H) existe pour un entier m > 1 donné.
B.3.a. Soit p un entier naturel tel que 1 < p < m.

(i) Soit x > 0,

— Six<1,0<xP <1 <1+

— six>1,0<xP <yt <[4 amtl
et donc dans tous les cas, 0 < x? < 1 +x"H1,

(ii) Comme X > 0, I’inégalité précédente montre que 0 < X” < 14 X"+, Comme on suppose que
X™+1 admet une espérance alors on en déduit que 1 4+ X! admet une espérance et la majoration indiquée
(variante du TCIIP pour les v.a positives) montre que X” admet une espérance.

On a par ailleurs (ce qui n’est pas demandé) :

0<E(XP)<1+E (X",
B.3.b. Comme les fonctions f : x — x et g : x — x" sont croissantes sur R, la question B.2.c montre que :
E (X" >E(X).E(X™).
B.3.c. En appliquant la définition du fait que X* suit la loi de X biaisée par la taille, avec & : x — x™ (la
variable X.4(X) = X"*! admet bien une espérance), on obtient que

B(H(X)) = gy BOCH) > o BOOE(X")
ce qui se réécrit en :
E((X")") 2 E(X™).

B.4. Pour tout 7 réel, on définit la fonction g; par g (x) = 11}, 4w[(x) = {1 ST x= t.
0 six<t
B.4.a. Soient x <y deux nombres réels. On a la distinction de cas :
— Soitx <y <tauquelcas g(x) =0<0=g/(y);
— Soit x <7 < yauquelcas g;/(x) =0<1=g(y);
— Soitz < x <yauquelcas g/(x) =1<1=g(y);

11



Dans tous les cas g;(x) < g;(v). On en conclut que x — g;(x) est croissante sur R.

On peut étre encore plus convaincant en tracant le graphe de g;. (laissé a la lectrice)
B.4.b. Soit X une variable aléatoire positive, admettant une espérance. Soit ¢t € R. Comme g; < 1, on a
0<X.g/(X) < X.Comme on suppose que X admet une espérance alors (variante du TCIIP pour I’espérance
de v.a. positives), X.g; (X ) admet une espérance et !

E(X.g (X)) <E(X).
Maintenant on applique B.2.c aux fonctions croissantes f : x — x et g = g; pour obtenir que
E(Xg(X)) 2 E(X) .E(g(X))
On remarque que P(A) = E(114) pour tout événement A et donc E (g,(X)) =P (X > t), ce qui entraine que :
E(Xg/(X)) > E(X)P(X >1).

B.4.c. Soit t € R. En appliquant la définition du fait que X™* suit la loi de X biaisée par la taille, avec
h:x— g;/(x) (la variable X.h(X) = X.g;(X) admet bien une espérance), puis le résultat tout juste obtenu on

obtient que
m&awzﬁéﬁa&a»zE}E@W@>0=Pa>m

ce qui se réécrit (toujours I’identité P(A) = E(114))en:
PX*>t)>P(X >1).

B.5. Soit X1, ..., X, des variables aléatoires positives, indépendantes, non nécessairement de méme loi. On
suppose qu’elles admettent toutes une espérance strictement positive, et on note y; = E(X;). De plus, on
pose fu = Y i, et Sy = X1 Xi.

B.5.a. Par linéarité de 1’espérance,

w50 -2($6) - Fe0 - Fu -

l:

B.5.b. Si les variables aléatoires X; sont de méme loi, elles ont toutes méme espérance y; = E(X]) et
n.uy = Yi_oE(X;) = u. On en déduit que pour tout k, p; = E(X;) = uy =
Soit J une variable aléatoire a valeurs dans {1,...,n}, de loi définie par Vk € {1,...,n},P(J=k) =

I/ = L. Lav.a. J est donc uniforme sur I’ensemble fini {1,...,n}.
* Kk
On considere X', ..., X, des variables aléatoires indépendantes, indépendantes de X1,..., X, telles que,

pour tout entier i tel que 1 <i <n,X" suive la loi de X; biaisée par la taille.

On suppose que J a valeurs dans {1,...,n}, de loi définie par Vk € {1,...,n} ,P(J=k) = /1 est
indépendante de X, X7,..., X, X,.

On considere la variable aléatoire X; = Z;?:l Xjlly—jy eton définit 7, = S, — X; + Xj

Autrement dit, on choisit un indice aléatoire J et, dans la somme Y ; X;, on remplace X; par XJ*
B.5.c. Soit & : [0, 4] — R bornée et continue sauf éventuellement en un nombre fini de points.

(i) Par esssence, J étant a valeurs dans {1,...,n}, ({J=i},i € {1,...,n}) est un systéme complet
d’événements deux a deux incompatibles (scei), c’est a dire, en langage ensembliste, une partition de Q.

Soit @ € Q, il existe alors j € {1,...,n} tel que @ € {J = j} (il suffit de prendre j = J(w)) et on a
alors :

H{J:j}(a)) =letVie {1,...,”}\{]}, H{J:i}(w) =0

1. non demandé dans I’énoncé
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et donc

(Z ) gy ,}>( ) =

= h

h(Th(@)) Dyy—p (@) = h(Ty(@))
Sn(@) = X;(0) (@) + X)) (@) = h(Sn(@) — X;j(@) + X} (@)

h(Sy(®) —Xi(0)+ X (0)) _) (o)

™=
N

I

1

~

Ces 1dentités sont réalisées pour tout @ € € et donc, au sens des variables aléatoires

(Zh )R ipy ,}> = h(Ty)

|

h(Sn—Xi+X") W=y
1

1

(i1) En prenant I’espérance de cette identité, par linéarité, on obtient :

™=

E(h(T) = Y E(y=iy-h(Se—Xi +X7)) .

1

~.

Comme, pour chaque i, 111,y et h(S, — X; + X;*) sont indépendantes par le lemme des coalitions car J
est indépendante de X1, X7,...,X,, X, , on obtient alors :

1) = 3B (1 a-a) B (5, - X4 X)) = 3 PU = DE (S, X X)),

Pour la toute derniére identité, nous avons appliqué la formule P(A) = E(1ly4).
B.5.d. Soitie {1,...,n}, et sunréel, on applique la définition du fait que X;* suit la «loi de X; biaisée par
la taille » & la fonction & définie par

Vx € R, h(x) = h(s +x)

pour obtenir

1
M]E(th (s+Xi)) = EE (Xi-h(s+X)).

On admettra qu’on en déduit 1’égalité¢ E (h (S, — X; + X)) = iE (Xih (Sy))
B.5.e. En sommant cette derniere identité avec les pondérations P(J = i), on obtient, en utilisant B.5.c.ii,
on obtient que

E(h(s+X;7)) =

(ngE
=
<
Il
=
=
“
e
_|_
>

E (h(Tn)) =

—_

I
1=
!
=
~
I
|
=
2
iy
=
<
=

p—
~

I

—

E (X;h (S (ZXh ) E(S,.1(Sy)).

B.5.f. Comme £ est quelconque (bornée, continue sur R, sauf en un nombre fini de points de discontinuité),
il s’agit de la définition du fait que 7, suit la loi de §,, biaisée par la taille.
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