BCPST 24 2024/2025

’ Correction de la feuille Exo_26 : Diagonalisation et théoréeme spectral.
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Ex 1 : Faisons I’étude complete pour M = M3 = |1 1 1
111

1) M est réelle symétrique donc | M est diagonalisable |.

2) e M est de rang 1 donc 0 est une valeur propre de M et dim(Eo(M) =2  (théoréme du rang)

1 1
e On remarque que M [ 1| =3[ 1] donc 3 est une valeur propre de M et dim(E3(M) > 1
1 1
de plus M est une matrice 3 x 3 donc il n’y a pas d’autre valeur propre (et dim(E5(M) =1 ) et
| Sp(M) = {0;3} |
1 0
3) o dim(Eg(M) =2 et 1|11 est une famille libre de deux vecteurs de Eo(M) donc
0 -1
1 0
1|11 est une base de Ey(M)
0 -1
1
e dim(E3(M) =1et [ 1] est un vecteur non nul de E5(M) donc
1
1
1 est une base de E3(M)
1

4) L’étude précédente montre que : (juztaposition des bases des Ex(f)) :

1 1 0
11;1-11;( 1 est une base de .#3 1(R) formées de vecteurs propre de M,
1 0 -1
1 1 0 3 00
Doncenposant Q=1 -1 1 ona: @ inversible et M=Q |0 0 0]|Q!
1 0 -1 M 0 0 0

c’est une base

de vecteurs propres de M

5) Déterminons une base orthonormée de chaque sous-espace propre.

1 1
1
. 1 est une base de F3(M) donc 7 1 est une base orthonormée de E5(M)
1 1
1 0
e En notant (u,v) = 1|11
0 -1
Eo(M) = Vect(u,v)

= Vect(u,v — au)



et

1 1
donc -1];1 1
0 -2
1
1
et ainsi 1

V2 o

ulv—ou <= <ul|v—oau>
= <ul|lv>-a<u|lu>=0
<ulv>
= a=—-"-
[lull
<~ 1
a=—=
2
0 1
1
— v—au=|1 —i—§ -1
1 0
1
2
= v-au=| 3
—1

1 est une base orthonormale de Ey(M)

En juxtaposant les bases on obtient :

Ay ()
al) vl e

M.

Autrement dit : en posant P =

1
( 1 )) est une base orthonormale (de .#51(R) formée) de vecteurs propres de
—2

= SlL S
S S-S

3 00
ona:| Pinversibleet P! =PT e M=P|0 0 0| P!
0 0 O

c’est une base orthonormale

hsksk

de vecteurs propres de M

Pour les autres je ne fais que ce que vous deviez faire au tableau :

e Matrice M.

-1 0 2
Sp(My) ={-1,0,2} El(Ml)zvect<< 1 >> Eo(Ml)zvect<< 1 >> et EQ(Ml)IVGCt<<1>>
1 -1 1

Donc en posant Q= | 1

2
i1 est une base de .#3 1(R) formées de vecteurs propre de M,
1
-1 0 2 -1 0 0
1 1 ona: Qinversible et M=Q| 0 0 0]Q!
-1 1 M 0 0 2

On (remarque/sait) que

c’est une base

de vecteurs propres de M

-1 0 2
1 i1 est une base orthogonale donc
— 1

)

1
1
1 () 1 1
— |1 ; ; est une base orthonormale de vecteurs propres de Mj.
I\ V6

Ainsi en posant P =

S-Sk sl

1
P71

ona: | Pinversibleet P! =PT et My=P| 0
0

c’est une base orthonormale

o O O
N OO

SiL S o
S-S Sl

de vecteurs propres de M3




Ex 2:

e Pour My. (Juste la réponse)

1 L. -1 T -1 0 -1
En posant P = — ona P=m =P et My=P 0 5 P

V2

-1 1

e Pour Mjs. (Juste la réponse)

12 2
3 V5 3v/5
En posant P=| -2 0 % ona P'=P" e M;=P
2 1 _4
3 V5 3B
e Pour M. (Juste la réponse)
1 0 0 0
0 L __1_ 2
V2 3v2 3
Enposant P=1 o 1 1 _2 ona P'=PT et Mg=P
V2 3V2 3
0 0 _4 1
3v2 3

Soit f I'endomorphisme de R?® dont la matrice dans la base canonique est :

6 -2 2
M=|-2 5 0
2 0o 7

1) Justifier que f est diagonalisable dans une base orthonormale de R®.

2) Diagonaliser f dans une base orthonormale de R3.

Indication :

2 1
Sp(M) = {3,6,9} E3(M)zvect< -2 > EG(M):vect< 2 >et Eg(M)zvect<

1 2

OO OO

o O © o

o © o o

o O o o

Pfl

2
-1
2

;



Ex 3: 1) a. Montrer que si M € .#,(R) est diagonalisable dans une base orthonormale alors M est symétrique.

b. Enoncer la contraposée de 'implication précédente.

2) a. Soit f un endomorphisme de R"™, on note %, la base canonique de R".
Montrer que :

Si f est diagonalisable dans une base orthonormale de R" alors Matg, (f) est symétrique.

b. On note 4 la base ((1,0), (1,1)) et f € .Z(R?) dont la matrice dans la base Z est Mat(f) = (} 1)

f est-il diagonalisable dans une base orthonormale de R? ?
Déterminer pour n € N, la matrice M™.

0 -2 1
(M)zvect< -1 > E (M):vect< 1 >et El(M)zvect< 1 >
1 1 1

Ex 5 : On note un entier n > 2, £ = R", deux vecteurs de F, u et v, non nuls et non orthogonaux et 'application

S EF — E
ol — <T;u>wv

12

= Ot W

1 6 3
Ex4: Onnote M =— (3 4
3 5

Indication :

Sp(M) = {~%5. 41} B

|~
o

1

Nl

1)
2)
3) Montrer que v est un vecteur propre pour @ associé a une valeur propre a déterminer.
4)

Montrer que ¢ est une application linéaire.

Montrer que 0 est une valeur propre de ¢ et déterminer la dimension du sous-espace propre associé.
En déduire que ¢ est diagonalisable dans une base orthonormale.

Ex 6 : On note M la matrice de ., (R) avec que des 1. Diagonaliser M dans une base orthonormale.

Ex 7 : (Extrait de MCR 2024)

1) Soit A € M, ,(R). Justifier que AT A est diagonalisable.
0 1 -1

2) Dans cette question on considere A= | —1 0 1
1 -1 0

Déterminer D € .#3(C) et une matrice P € GL3(C) telles que ATA = PDP~L.
On fera en sorte que la premiere ligne de P ne soit constituée que de 1.



