BCPST 24

’Correction du devoir & préparer pour le 31 mars 2()25‘

Partie 1
A. Etude des variables X;.

1) Cette expérience est la répétition de n épreuves de Bernoulli identiques et indépendantes; le succeés étant :
"obtenir une boule de couleur C;" qui a pour probabilité p;. X; étant le nombre de succés on peut affirmer
que :

’ X; = B(n,p;) ‘

On connait Pespérance et la variance de cette loi usuelle :

[E(X;) =npi et V(X;) =np;(1—pi)]

2) a) On raisonne comme dans la premiére question avec pour succés : "obtenir une boule de couleur C; ou C;"
qui a pour probabilité p; + p;

[ Xi+ X, = B(n,pi +pj) |

On en déduit sa variance

’ V(X; 4 X;) = n(p; +p;)(1 —pi —pj) ‘

b) On sait que V(X; + X;) = V(X;) +2cov(X,Y) + V(X;) donc

COV(XZ',XJ') =
n(pi +p;)(1 = pi — pj) — npi(1 — pi) — np;(1 — p;))

(
(
(npi(1 — pi — p;) + np; (1 — pi — pj) — npi(1 — p;) — np; (1 — p;))
(

N RN~ NN

’ cov (X;, X;) = —np;p;

B. Remarquons que, ici, avec s =2 : X;1+Xo=n, p1+p2=1

1)
X1 — 2 X9 — 2
g - Kome)® (X2 - npo)
np1 np2
_ (X1 — np1)? N (n— X1 —n(l—p))?
np1 np2
_ (X1—TLP1)2+(X1—HP1)2
np1 np2
X — 271 1
_ (X1 —np1) <+>
n D1 D2
X1 —np1)?
= 7( ! n) car py +p2 =1
npip2

donc

X1 —np;
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2) X suit la loi binomiale de paramétres (n,p;) donc X;™ converge en loi vers la loi normale centrée réduite.
(Théoréeme de Moivre-Laplace)

Un = 212 ol Zl =

Xl_npl :X*

Or Zl =
np1(1 —p1)

’ Pour n assez grand, la loi de Z; peut étre approchée par la loi centrée réduite




C.s=3

1) D’une part :

D’autre part :

7%+ 73

On a bien :
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e la linéarité de E(.) donne :
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U, =23+ 23|
= \/E(Xl — Xo)
2 n 2
B(@) = 7 (B -5) e Bz - \/; (B(X) - E(X2))

et on sait de plus que X; — B(n, 1), Xy < B(n, 1) et X3 — B(n,1) donc

[E(Z1) =0 et E(Zy) =0]

4
e la propriété V(aX +b) = a®>V(X) donne : V(Z;) = EV(X;;) et comme X3 < %(n, 1) il vient :

V(Z2)

V(Z]) =1

2
V(X1 — Xo)
n
2
=(V(1) = 2c0v(X1, Xa) + V(X2))
n \ 16 16 16 apres la question pour la covariance
V(Zy) =1
2 n 2
cov(Z1,Z2) = cov <\/ﬁ <X3 _ 2) ;\/;(Xl —X2)>
242
= fCOV<X3—n;X1—X2>
n 2
2v2

— COV (Xg 5 X1 — XQ)

¥ (cov (X3; X1) — cov (X35 X2))

or d’aprés la question 2)c) : cov (X3; X;) = cov (X3; X3) donc

[ cov(Z1; Z3) =0




3) Xj suit la loi binomiale de paramétres (n, +) donc X3* converge en loi vers la loi normale centrée réduite.
(Théoréeme de Moivre-Laplace)

X3 — =
Or 21:72:)(3*

n

4

’ Pour n assez grand, la loi de Z; peut étre approchée par la loi centrée réduite ‘

n

4) a) Dans la somme Z T; le nombre des 1 donne X; et le nombre de —1 donne Xy donc
i=1

X, - Xy = i:Ti
i=1

b) La suite (7},) est une suite de variables mutuellement indépendantes suivant toute la méme loi
de plus E(T;) =0 et V(T;) = E(T?) = 1 + 1 = 3 donc d’aprés le théoréme central limite :

X1—Xo _ 0
n

/L
2n
2= 2
or B ——— \/7(X1 — Xz)
/% n

’ Pour n assez grand, la loi de Zs peut étre approchée par la loi centrée réduite

converge en loi vers la loi normale centrée réduite.

5) a) import random as rd

def Tirage():

s =[]
for k in range(100):
x = rd.randint (0, 3) # On prend un nombre au hasard dans 0, 1, 2, 3.
if x ==
s += [1] # on ajoute 1 avec un probabilité égale 1/4
elif x ==
s += [2] # on ajoute 2 avec un probabilité égale 1/4
else:
s += [3] # on ajoute 3 avec un probabilité égale 1/2
return s

b) def Difference(C):

s =0
for t in C:
if t ==
s +=1
elif t ==
s =1
return s



D. s = 4.

Xi — np;

1) Y= donc cov (Y;; Y;) =

cov (X;; X;
np; n+/PiD; ( i)

or on a vu dans la partie A :

cov (Xi; Xi) = V(X;) = npi(1 — pi) et siiF#j, cov(Xy; Xi) = —npip;

1
et les p; sont égalent & ~ donc pour 7 € [1;4],

4
3 . 9 . 1
cov(Y;; Y;) = 1 et pour (i,7) € [1;4]* tel que i #j cov(Y;; Y;) = —1
on obtient ainsi la matrice M : 5 . ) .
4 T4 a1 1
1 3 1 1
1 4 4 1
1 1 3 1
T4 4 4 T4
1 1 _1 3
1 1 1 1

On remarque alors que :

2) a) On remarque que eq, €2, €3, ¢4 sont non nuls et Ne; = Neg = Neg = et Ney=ey

o O OO

donc

’ e1, €2, €3, €4 sont des vecteurs propres de IV ‘

de plus on remarque que (e1, ez, €3, e4) est une famille orthonormale de 4 vecteurs de .Z4 1(R) (qui est de
dimension 4) donc

’ (e1,e2,e3,e4) est une base de .#41(R) ‘

b) @ la matrice de passage de la base canonique de .#4 1(R) vers une base orthonormale donc @ est inversible
et Q71 = QT donc

1 1
s w00
1 1 =2 0
Q! = Ve o V6 Ve
11 1 =3
2v3  2v3  2v3 23
1 1 1 1
2 2 2 2

¢) (e1,ea,es3,eq) est une base de vecteurs propres de N associés respectivement aux valeurs propres 0,0, 0, 1

donc
00 0 O
1 |0 0 0 O
QNG = 00 0 O
0 0 01
comme Q (I — N)Q =1 - Q 'NQ on en déduit que
1 0 0 O
S o |01 0 0
QTI-NQ = 0 010
00 0 0

et sachant que Q' = QT et M = I — N, on peut conclure :

QTMQ =

S oo
o o= O
o= O o
OO OO




Zy Y;
Zy | v | Ye
z |79 | v
Zy Y,

Yi+Yo+Y5+Y, =

= 0
Zi=—=(Yi - V) B(2)) = —=(E(Y1) - B(¥2))
1= \/i 1 2 1) — B 1 2
1 1
Z—l(Y+Y+Y 3Yy) L
3= 3 1 2 3 4 3
or les Y; ont toutes la méme espérance donc
[pouri=1,23, E(Z)=0]
Y1
Y5
U, = W Y2 Y3 Yy) Y2
3
Y,
Z2\\" Z
o o
= |@Q 7 Q 7
Ly Ly
Zy
A
= (Z1 Zo Z3 Z)QTQ 22
3
Zy
A
Zo T
= (Zl ZQ Z3 Z4) carQ Q:I4
Z3
Zy

or Z, =0 donc

donc

1
7y =—(Y] - Y
1 \/5(1 2)
1
Zy = — (Y1 + Yo — 2Y-
2 \/6(1 2 3)
1
Zs=——(Y1 + Y, +Y; — 3Y,
3 2\/§(1 2 3 4)
1
Z4:§(Y1+Y2+Y3+Y4)

n n n n
Xl—z XQ_Z Xg,_z X4_Z

n + n + n + n
Vi VEVvE R
X1+X2+X3+X4fn

n

4

R+ 723+ 75+ 73

U,=2Z} + 735+ Z3.

E(Z3) = 5—=(E(V1) + E(Y2) + E(Ys) — 3E(Y4))



Partie 2

1) a) (croissance comparées)

xtle™2 = exp (—g + In(z) (% + 1))
= exp (—; (1_2lnix) (;-i—l)))
o

z2Tle™% tend vers 0 quand z tend vers 400 ‘

b) La limite précédente permet d’affirmer (définition d’une limite)
qu’il existe un réel A > 0 tel que Vo > A, z2tle 2 <1

il vient bien :

T x 1
il existe un réel A >0 tel que: Vo> A, z27le 2 < —
T

N

1

c) La fonction x — x2~te™% est continue sur [0; +o0],

“+oo
I'intégrale / 227 le™3 dz est impropre en +oo il suffit d’étudier pour A > 0 la convergence de
0

+m " -~
/ 2 ez dx
A

en prenant un A défini & la question b) on a Vo > A, 0 < «*

(M5
g
NI
VA
By~

+oo 1 1 1
or / — dz converge (En eﬁet/—2 =—— — 0)
A T T

donc en appliquant le théoréme de convergence par comparaison des intégrandes positifs ou nuls,

“+o0
I’intégrale / 2 e % dz converge
0

2) a) La fonction # — z~2e™ % est continue sur [¢; +00],

+oo
I'intégrale / T
t

N=

e~ 2 dx est impropre en +oo il suffit d’étudier la convergence de

+o0 .
1 _z
/ r2e” 2dx
1

—+oo
et / e”3 da converge (En eﬁ'et/e’% =22 — 0)
1

[N

or Ve >1, 0< T e % <e”

r—+0o0

donc en appliquant le théoréme de convergence par comparaison des intégrandes positifs ou nuls,

+o00o
. A _1 _z
l’mtegrale/ T~ 2e” 2 dx converge
t

400 “+o0 2
/ T e 3 dx:/ 26_% ——dx
¢ . 2z

La fonction ¢ : & — /7 est C! et strictement croissante sur [t; +oo]
donc (changement de variable (u = /x)) :

—+o00 +oo 2

1 _ =z —u A .

/ " 2e 2dx et / 2e” 2 du sont de méme nature et égales en cas de convergence.
t Vi



1 Vit
Ces deux intégrales convergent et on sait que <I>(\/i) = — / e 2 du

On en déduit :

| G(t) = 2v2r(1 — 2(V1) |

1
¢) P est continue en 0 et ®(0) = 5 donc }irr(l) G(t) =V2r
—

—+oo
/ 272 % da converge et J; = 27
0

3) Soit r un entier naturel non nul. On définit la fonction f, par :
1 r_1 _z
YV > 0, fT(x)zj—Jﬂ e 2 et V<0, fo(x)=0

a) @ f, est continue sauf éventuellement en 0.
@ f,. est & valeurs positives ou nulles.

+oo
(3] / fr(x)dz =1 En effet dans 1) et 2) on a montré la convergence et défini J, =
—oco

| f- est une densité de probabilité.]

1
b) Pour r = 2 on remarque que Jo = 2 et ainsi fo : x —> 56_51R+ (x)

. . . 1
Pour r» = 2 on reconnait la loi exponentielle de paramétre 3

c) La limite en 0 de f; est infini Cy, est en bleu.
La limite en 0 de f> est infini C, est en orange.
f3 n’est pas dérivable en 0 est infini C'y, est en vert.
La derniére C'y, est en rouge.

0.8 - —— Degré de liberté = 1
Degré de liberté = 2
—— Degré de liberté = 3

0.7 1 —— Degré de liberté = 7

0.6
0.5 A
0.4 1
0.3 A
0.2 1

0.1 A

0.0




Partie 3

Voir la feuille _info 18 qui revient sur cette derniére partie.

En supposant que la répartition est uniforme seulement 5% des échantillons donnent des valeurs du Khi-2 supé-
rieures a 7,81.

Or ici on observe un Khi-2 égale a 8,4, c’est peu probable.

0.25

0.20

0.15

0.10 A

0.05 A

0.00

|On rejette 'hypothése d’une répartition uniforme|




