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10.

’ Correction DM 10 : sujet 2021 Méthodes de calcul et de raisonnement Partie IT ‘

Cette expérience est constituée de N épreuves de Bernoulli identiques et indépendantes (succes :
I'individu est de type 1, avec une probabilité p;)

N7 est le nombre de succes donc ’ N; suit la loi binomiale de parametres (N, p;) ‘

C’est une loi usuelle : ’ E(Ny) = Np; et V(Ny) = Npi(1 —pl)‘

Ny — Np;

Ny — PB(N, p1) donc d’apres le théoreme de Moivre-Laplace
Npi(1—p1)

converge en loi vers une

variable X ou X — .47(0,1), donc

N1 Np1 L
lim Pla < —m————m— / 2 dt
N—+oo vV Npi(1 —p1) V2

(a) La matrice W est réelle et symétrique (En effet : cov(Ny, N7) = cov(Ny, Na))
| W est diagonalisable. |

(b) Soit (a,b) € R?,

@ o (;) = <COVVN1,N2 v(fwgv)> (b)

aV N1 + bCOV(Nl,NQ)

acov(Ny, Na) + bV (N2)

= a®V(Ny) + abcov(Ny, No) + abcov(Ny, No) + b2V (No)

= (N1)+2abcov(N1,N2)+b V(NQ)

or V(aNy + bNs) = cov(aNy + bNa; aNy + bN3) = a?V (Ny) + 2abcov(Ny, No) + b2V (N»)
(bilinéarité)

donc

(a )W (Z) = V(aN; + bNy)

a

(c) Soit A € Sp(W), on note X = <b> # (8) tel que : WX =X
on sait que WX = AX donc X TWX =AXTX
et en utilisant b) on en déduit que V(aN; + bNo) = A(a? + b?)
on sait de plus que V(aNy + bNo) = 0 (c’est une variance) et a?+b%> >0 (car X #0)

on en déduit que A > 0 et ainsi :
Sp(W) C Ry

(d) Question délicate, j'ai d’ailleurs dit une bétise a Lucien.
Raisonnons par ’absurde en supposant 0 est une valeur propre de W,

on aurait alors (Z) #+ (8) tel que V(aN7 4+ bN3) = 0 donc tel que la variable aNy + bN» est

quasi-certaine.

e P((Ny=0)N(N2=0))= pY¥ #0 donc  P(aNi+bNy=0)#0

e P((Ny =1)N(Ny=0)) = Npipy 1 #0 donc  P(aN; +bNy =a) # 0

e P((Ny=0)N(Ny=1)) = Npopy 1 #£0 donc  P(aN; +bNy =b) #0

et la variable alN; + bNN; est quasi-certaine ce qui entrainerait a = b = 0 ce qui est impossible.
En conclusion :

Sp(W) C R”.

(e) La matrice W est réelle et symétrique donc elle est diagonalisable dans une base orthonormale.
A1

0 f) telles que : P! =PT et W = PAP!
2

il existe deux matrices P inversible et A = (
1



o 0>

or d’aprés d) A1 > 0 et Ay > 0 donc on peut poser D = < 0 Vi

on a bien montrer 'existence P et D dans .#5(R) telles que :

D est diagonale et inversible, P inversible avec P~!=PT et W = PD?P~!

11. A=D'P'=D7'PT donc AT = PD™' ce qui donne AWAT = D-'1p~lWwWpPD~!
or W= PD?P~! donc AWAT = I, et ainsi :
[ V(Y1) =1, V(Y2) =1 et cov(Y,Y2) =0 |

12. (a) N1 + N2 =N — Ng donc V(N1 + Nz) = V(Ng)
et N3 suit une loi binomiale de parametres (N, p3) donc
| V(N1 + N3) = Nps(1 — p3)]

(b) On sait que : V(N7 + Na) = V(Ny) + 2cov(Ny, No) + V(Ns)

COV(Nl,NQ) = %(V N1+N2 V(Nl)_V(NQ))
= %( 3(1 — p3) Npl(lfm)*NpQ(l*pz))
= g(ps(m +p2) = pi(p2 +p3) — p2(p1 +p3))

| cov(Ny, N2) = —Npip2 |

(c) On a avec les résultats la matrices W :

W Npi(1—p1) —Np1p2 N p1(p2 + p3) —p1p2
—Npip2  Npa(1—p2) —P1P2 p2(p1 + p3)

donc (inverse d’une matrice 2 x 2)

e 1 (p2(p1 +p3)  pipe >

~ Npipa2ps D1P2 p1(p2 + p3)

(d) AWAT =1, et A est une matrice carrée donc WAT A = I, et comme W est aussi carrée :
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-
= (N1i=Np1) e (N1—Np
N2 — Np2 N2 — Np2
T
B 1 (N1 - Npl) <p1p2 + pap3 pip2 ) <N1 - Np1>
Npipaps \ N2 — Np2 P1P2 p1p2 +p1ips) \ N2 — Npo

T T
_ 1 (N1—NP1) (1 1) <N1—NP1) n 1 (Nl—Npl) <P2 0) (N1—Np1>
Nps \INo — Nps 1 1) \Noa—Npy Npips \N2 — Npo 0 pi) \WN2—Npy

1(N1—Np1)T<Np3—N3> (N1 — Np1)® | (N2 — Npo)?
R +

Np3 \N2 — Npo Nps — N3 P1 Npo
_ Nps—Ns Ny = Npp\ ' (1) (M= Np)? L (Na — Np)®
Nps Ny — Npo 1 Npp Nps
Np3 — N3 (N1 — Np1)? (N2 — Npg)?
= 2P (Np - Ny + +
Nps (Nps ) Np: Npo
En conclusion :
N1 —Np1)?  (Ny— Nps)?2 (N3 — Nps)?
Y12+Y22:( 1 = Np1)” | (No— Npp)™ | (N5 — Nps)
Np; Npo Nps




