BCPST 24 2022/2023

’ Correction du sujet : Méthodes de calcul et raisonnement (2023). ‘

Partie 1.

1. Soit x un réel quelconque,

()t $2 0wt

la série exponentielle E X converge et
E>0 ’ k=0

+o0 k

A

Quel que soit le réel z, S(z) = E ( :') e M existe et S(zx)=eM#D
k=0 )

2. e D’une part g est dérivable sur R™ (somme de fonctions dérivables)
etpour x >0, ¢'(zr)=e*—ze ®=(1—2x)e ® doncg >0sur[0,1] et ¢’ <0 sur [1;+o0]

et ainsi : g est croissante sur [0,1] et décroissante sur [1;+o0]
1
e D’autre part :  ¢g(l)=-—-1 et e>1 donc g(1)<O.
e

En conclusion : ’ Pour tout z € RT, g(z) <0 ‘

3. On suppose que 0 < A <1 et onnote : ¢ : x+— f(z) —z =D — g
¢ est deux fois dérivable sur [0,1] et pour z €[0,1], ¢'(z) =X @D 1 et ¢"(z) = A2
e D’une part : ¢’ est strictement croissante sur 'intervalle [0, 1] (En effet : ¢” > 0 sur cet intervalle)
e dautre part :  ¢'(1)=A—1 (<O0car A1)
donc ¢ est strictement décroissante sur [0, 1]

de plus ¢(1) = 0 donc 1 est la seule solution de 'équation ¢(x) = 0 sur [0, 1]
on a bien :

[ Si A<1 alors Péquation f(z) =z admet une unique solution sur [0, 1] (cette solution est 1)]

4. On suppose que 1 < A et on note toujours : ¢ : x — f(z) —x = M=) g
¢ est deux fois dérivable sur [0,1] et pour z € [0,1], ¢'(x) = e*ED —1 et ¢"(x) = N2~V
e D’une part : ¢’ est continue et strictement croissante sur Uintervalle [0, 1] (En effet : ¢ > 0 sur cet intervalle)
e d'autre part : ¢'(0) =Xe ™ —1=g(\) (<O0dapres2.) et ¢ (1)=A—1 (>0 car1 <)
donc il existe un unique « €]0,1[, ¢'(a) =0

On peut alors dresser le tableau de variations de ¢ sur 'intervalle [0, 1] :

T 0 « 1
¢'(x) - 0 +
e 0
¢
P(a)

ce qui permet d’affirmer que :

[ Si A>1 alors Iéquation f(z) =z admet exactement deux solutions sur [0,1] |

Remarque : une de ces deux solutions est 1 et on peut compléter le tableau de variations précédents avec la
définition de xy :

x 0 T a 1
¢'(x) - 0 +
e 0
¢
¢(a)




5. T} suit la loi de Poisson de parameétre ¢; donc ’ ET)=tiet V(T1) =t1 ‘

6. Tl(Q) =N et TQ(Q) =N donc (Tl +T2)(Q) CcN
Soit n € N,
en appliquant la formule des probabilités totales avec le systéme complet : ([T} = k])ren, on obtient

“+o0
P(Ty+Ty=n]) = Y P(Ty=knNI[T+T,=n))
<~
= > P(Ty=kN[Ty=n-k])
k=0
= ZP([Tle}ﬂ[TQZTL*k}) carpour k>n [ITho=n—kl =0
k=0

= ZP([Tl =k]) x P([Ta =n — k]) car T et T, sont indépendantes

k=0
n o4k n—=k
Z ty

Kl (n—k)°

—to
k=0
Cti—ty M
— et 2§ n tktnfk
n! k)12
k=0

e—(t1+t2

= 7'(251 +t2)" Formule du binéme.
n!

Remarque : Apreés ce calcul on peut affirmer que (T + T5)(Q2) = N.

’ Ty + T3 suit la loi de Poisson de parametre ¢t + o ‘

Remarque : c’est vrai quels que soient t1 et to donc on a redémontré le théoréme au programme :
Soient A\ et Ao deux réels strictement positifs,
Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes telles que X < Z(\1) et Y — F(\y)

alors X +Y — Z(A\ + A2)

n n
7. Montrons par récurrence sur n que pour tout n € N*, ZT k suit la loi de Poisson de paramétrez 17
k=1 k=1

P(n)
e Pourn =1,
1

T suit la loi de Poisson de parametre t; et Z ty =t1 donc P(1) est vérifiée

k=1
e Soit n € N* tel que P(n) est vraie,
n+1 n
> T = Y Th + Ton
k=1 k=1

n
or (lemme de coalition) les deux variables aléatoires ZTk et T, sont indépendantes
k=1

n n
et par hypothese de récurrence ZTk — & (Z tk> et ona: Ty = P (the1)
k=1 k=1

n+1 n
on peut en déduire avec le résultat de 6. que : Z T, — & <Z tr + tn+1>
k=1 k=1

P(n+1)

En conclusion :

n n
pour tout n € N*, Z T}, suit la loi de Poisson de parametre Ztk
k=1 k=1




8. En notant A une primitive de la fonction a sur 'intervalle I,

10.

11.

L’ensemble des solutions de (E7) est

Sey) = {

. Soit f une solution de (F7) s’annulant en ty € I,

I — R
t — ce

A1) ’ ceR }

(A existe car a est continue sur I)

il existe un ¢ € R tel que Vt € I, f(t) = ce®) et sachant que f(to) = 0 il vient ceA(*) =0,

donc finalement comme e4(*0) =£ () on a nécessairement ¢ = 0 ce qui entraine que f est nulle.

On a bien montré que :

’ Si f est une solution de (E7) qui s’annule sur I alors f est la fonction nulle sur I ‘

On note f =g — C, f est dérivable et pour t € T

Autrement dit :

On vient de montrer que g — C' est solution d’une équation de la forme :

continue sur .

) =

’ g — C est solution de (Ej3)

L y'(1) = b(g(1) y(1) |

donc (d’apres 9.) si g — C s’annule sur [ alors elle est nulle sur I,

Partie I1

e py=P(Zy=0) or Zyp=1 donc

12.

o p1=PZ

D2

y'(t)

a(t)y(t) avec a une fonction

| S'il existe to € I tel que g(tg) = C, alors g est constante sur [ |

0) or Zy < 2()\) donc

P(Z, =0)

+oo
kZ:OP(Zl - k)P(Zg =0ly, — k)

Sachant (Z1 = k), Z> est la somme de k variables indépendantes suivant la loi Z7(\)

donc sachant (Z1 = k), Z» suit la loi 2(\k)

+oo )\k
He
k=0
+oo )\k(efA)k
k!
k=0

S(e™)

—A X efkk

67)‘

p2 = exp(Ae > — 1)) |

0

13. On remarque que pour tout n € N, si Z,, prend la valeur O alors Z, 1 = ZXMC prend la valeur 0 donc

An C An+1

ce qui entraine que : p, < Ppy1

et ainsi :

[La suite (p,) est croissante. |

k=1

On sait de plus que p,, est la probabilité d’'un événement donc (p,) est majorée par 1 et ainsi (Théoréme de
convergence monotone)

La suite (p,) est convergente. |

3



14.

15.

16.

17.

Pnt1 = P(Zy11=0)
400
k=0
+oo k
A
= ﬁe_x X p,ﬁ
k=0
RN
= k' e
k=0
= S(pn)

’ Vn € N, Pn+1 = S(pn) ‘

S est continue sur R, (p,,) est convergente vers un réel £ € [0,1] et Vn € N, p,r1 = S(pn),
donc la limite ¢ de (p,,) vérifie

S(6) = ¢

esi A< 1daprés 3.sur[0,1], S(z)=2z < x=1 donc [(p,) converge vers 1|.

esi A >1dapres 4. sur [0,1], S(z)=2 < xz=2) ou z=1
on montre par un raisonnement par récurrence sur n que Vn € N, p, < zy,

ce qui exclut que (p,,) converge vers 1 et ainsi dans ce cas on a bien :

[(pn) converge vers ) |

e si A < 1: On est quasi-certain que la population s’éteigne.
e si A > 1 : Il est possible que la population ne s’éteigne pas, sa probabilité d’extinction vaut x .

On cherche les (Cy,Cs,C3) € R? solutions de

Cl (02 — 03) = 0
Cy (03 — Cl) = 0
C3(C1—Cy) = 0
Ci4+C+C3 = 1
e Si C; = 0 le systeme devient { €2l =0 et les solutions sont alors (0,0, 1) et (0,1,0)
Ci+Cy+Cs = 1

En raisonnant de méme avec Cy = 0 et C3 = 0 on montre que les solutions avec au moins une valeur nulle sont :
(1,0,0), (0,0,1) et (0,1,0)
e Si on suppose que C # 0, Cy # 0 et C3 # 0 le systeme est équivalent &

Cy — Cy 0 . .

Cs—C, = 0 ° -

< 03 = Cl

GG =0 C1+C1+C; = 1
Ci+Cy,+C3 =1 ! ! v

dans ce cas le systéme a une unique solution (1/3,1/3,1/3).
En conclusion :

Les triplets (C1, Cs, Cs) recherchés sont : (1,0,0), (0,0,1), (0,1,0) et (1/3,1/3, 1/3).‘




18. Pour (z,y,2) € C¥ et A € C,

19.

T 0 -2 1 -1 T 0
(M—-X3)|y] =10 <— -1 =X 1 y] =10
z 0 1 -1 =X z 0
1 -1 =X T 0
— -1 =X 1 yl=10 Lie L
-2 1 -1 z 0
1 -1 —A T 0
< 0 —1-—X - A y] =10 Lo+ L1 — Lo
0 1—-Xx —-1-X2 z 0 L3+ ALy — L3

(ce systéme est de rang 3 si et seulement si le systéme 2 X 2 en y et z est de rang 2)

or
—1-X 1-2)
det<1_>\ _1_A2> = (1+A)(1+A%)—(1-))?
= 324\
= A\ +3)

donc ’ Le spectre de M est : {0; —i 3;2’\/3} ‘

On remarque M est une matrice de .#3(C) avec 3 valeurs propres distinctes donc M est diagonalisable et les
sous espaces-propres sont tous de dimension 1.
e On remarque que ’espace propre associé a 0 est :

x 1 -1  —=iv3\ [z 0
y| eE sM) 0 2%  92¢~i% yl =10
z 0 23 2 z 0
1 -1 —iv3\ [z 0
— 0 1 €% y|l =10
0 0 z 0
327
X e’ 3
= y | evect < | % | >
z 1
donc
1
E. (M) = Vect >
i3(M)=Vect < | e 5

1
E_, 5(M)=Vect < | 7% | >
e
1 1 1
La question précédente a montrer que 1 e , e % est une base de vecteurs propres de M
q p q )
1 efi%r ei%r
1 1 1 0 0 0
donc en posant P = | 1 e e F |etD=|0 V3 0 ona M =PDP!
1 e % & 0 0 —iVv3



20.

21.

22,

23.

24.

A+ B n C _ A(x —1)(4x — 3) + Bx(4z — 3) + Cz(z — 1)
r -1 4z-3 x(z —1)(4x — 3)
A(42? — Tz + 3) + B(42? — 3z) + C(2® — 1)
z(x —1)(4x — 3)
(4A+4B+ C)z? + (-TA—-3B - C)z + 3A
x(x —1)(4dx — 3)

Il nous suffit donc de résoudre le systeme :

A 1
4A4+4B+C = 0 -3
—-TA—-3B-C = 0 <<= B = 1
3A = 1 _ 16
N 3
1 i 1 !

Ve €R\{0.3/41) T T3 T ro1 -3

On déduit de la question précédente que :
1
la fonction ¢ — 3 In(z) + In(1 — ) — 41n(x — 3/4) est une primitive de h sur |0, 3/4],

la fonction ¢ — L In (1 — o)’ est une primitive de h sur ]0,3/4]
- — v
3\ (@ —3/4)" P PS/S0

L’ensemble des primitives de h sur |0, 3/4] est :

10,3/4] — R

A RS

Raisonnons par 1’absurde en supposant que z; prennent une valeur en dehors de ]0, 3/4],

comme x7 est continue et que x1(0) €]0,3/4[, on aurait alors x1(t) = 0 ou x1(¢) = 3/4 pour un réel ¢ > 0
mais alors en utilisant le résultat de la question 11. on aurait alors x; constante
ce qui entrainerait x1(0) = 0 ou 3/4 et ¢a c’est impossible.

En conclusion :

IVt e R, a1(t) €]0,3/4[]

Comme V¢t € RY,  z,(t) €]0,3/4[ on peut écrire :

vt e RY,  2f(t)h(x(t) =1

1 1—z)3
En notant H : ¢t — 3 In (m> la primitive trouvée en 21. il vient : (on intégre)

dD e R:VtcR", H(xy(t))=t+D

ID eR:VieRT, t+D—71 (“”E;’f)((l):@i))))

w1 (t)(1 — 1 (t))?
(z1(t) —3/4)*

(21(t) — 3/4)* = 21 (t)(1 — z1())® exp (—3¢ — 3D)

or tr—z1(t)(1 —21(t))® est bornée (car x1 est bornée d’aprés 22.)  donc , lig_n (z1(t) — 3/4)* =
— o0

On déduit de la relation précédente : =exp (3t +3D) puis

Finalement on a bien :

lim () =3/4

t——+o0




