BCPST 24 2023/2024

| Correction du sujet : G2E (2024). |

PROBLEME 1

Partie A
1. e A n’est pas symétrique donc | A ¢ S (R)
e det(B — A\y) = A\? — 1 donc sp(B) = {—1,1} ¢ R, donc | B € S5 (R)
e C est symétrique et sp(C) = {0,2} C R, donc | C € S (R)
e D est symétrique et det(D — A2) = (2—-X)(4—-X)—-3=..=(A—1)(A—5) donc sp(D) = {1,5} C R4
donc | D € S (R)

1 00 0
2.(a) e on remarque que: | M=Vect< |0 1 0];|[1
0 0 1 0

1

0

1

0 0
0 0] entraine (a,b) = (0,0)
0 0

100 010
donc [0 1 Of;11 O 1] estune famille libre.
0 0 1 010

on en déduit que cette famille est une base de M et ainsi | dim(M) = 2
(b) Pour y € R,

a b 0 1 a+ by
b a b yl =1ay+2b
0 b a 1 a+ by
on veut ay + 2b = (a + by)y, il suffit pour cela d’avoir y? = 2 :
1
- pour y = —/2, —+/2 | est un vecteur propre de M (a,b) associé & la valeur propre a — v/2b
1
1
- pour y = V2, V2| est un vecteur propre de M(a,b) associé & la valeur propre a + v/2b
1
1 1 1
- le vecteur | 0 | est orthogonal aux deux précédents et M(a,b) [ 0 | =a| O
-1 -1 -1
1
donc 0 | est un vecteur propre de M(a,b) associé a la valeur propre a
-1
1 1 1
(c) La famille 0 |;(v2];|-v2 est orthogonale et formée de 3 vecteurs non nuls.
—1 1 1

C’est donc une base de 3 1(R).
Et en utilisant le résultat de la question b) c’est une base de vecteurs propres de M (a,b).
1 1 1
1 1 )
-2 est une base orthonormale formée de vecteurs

0 |;=(v2];=
velg) 2\ )z

propres de M (a,b) associés respectivement & a, a + bv/2 et a — by/2; autrement dit :

On en déduit que

1 1 1
V2 2 2
1
En posant P = 0 7 /5 | on a P inversible telle que P! = PT et
11 1
V2 2 2

a 0 0
Pour tout (a,b) € R*,  M(a,b)=P |0 a+bv2 0 pPT
0 0 a—b/2




(d) M(a,b) est symétrique et d’apres I’étude précédente ses valeurs propres sont a, a + bv/2 et a — b2
Donc  M(a,b) € S’;(R) si, et seulement si, a >0, a+bv/2>0et a —bvV2 >0

’ M (a,b) € S (R) si, et seulement si, —a < bv/2 < a ‘

Partie B
3.(a) Raisonnons par double implication :
e on suppose que z € B+,
onaalorsVy € E, <uzly>=0, et les e; € FE donc a fortiori, Vi € [1,n], < z|e; >=0

e on suppose que Vi € [1,n], < z|e; >=0,
n n
un vecteur y de F peut s’écrire y = Z Arer ce qui entraine (bilinéarité) que < x|y >= Z A < zleg >
k=1 k=1
or Vi€ [1,n], < z|e; >= 0 donc pour tout y € E, < z|y >= 0, autrement dit z € E~+.
En conclusion :

’xGEJ‘ < Vie[l,n], < zle; >:0‘

(b) Pour (z1,...,z,) € R",.

(exler) (exle2) ... (er]en) )
(z1,...,2n) € Ker(G) <= (e2 | @) (e | @) - (e | en) 96'2 =
(en|e1) (enle2) ... (en|en) T, 0

n
< €1| E Xri€; >
i=1

n
< 82| E xri€e; >
=1

n
< ep] E Tie; >
i=1

et en utilisant 1.(a) on peut conclure :

(1,...,2p) € Ker(G) < Z:z:iei € B+
i=1

(¢) Remarque : La matrice G est carrée donc G est inversible si, et seulement si, ker(G) = {(0,...,0)}.
Raisonnons par double inclusion :
e On suppose que (eq, ..., e,) est libre :
(€1, ...,en) est donc une base de E qui est alors égal & R" et ainsi E+ = {(0,...,0)}

on aalors  (z1,...,2,) € Ker(G) <— inei:(07...,0) (d’aprés 1.(b) )
i=1
— (r1,...,2,)=(0,...,0) ( car (e1,...,en) est libre )

ce qui entraine que ker(G) = {(0,...,0)} et ainsi _G est inversible .
e On suppose que G est inversible :
on a alors Ker(G) = {(0,...,0)},

Soit (21,...,2,) € R" tel que inei = (0,...,0),

i=1
n

cela entraine que Zwiei € B+ et donc (avec 1.(c)) (x1,...,7,) € Ker(Q)
i=1
or Ker(G) ={(0,...,0)}, donc (z1,...,2,) = (0,...,0) et ainsi (eq, ..., e,) est libre
En conclusion :

’ (e1,...,e,) est libre si, et seulement si, G est inversible.‘
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4.(a)

(61 | 61) (61 | 62) e (61 | €n) T
(ea]e1) (eale2) ... (ea|en) T2
XTGX = (371 T2 xn) "
(en|e1) (enle2) ... (en|en) Ty
n
< eq] Zmiei >
i=1
n
< 82| inei >
= (371 T2 l‘n) i=1
n
< ep] Zmiei >

=1

n n
— (S| Yo
=1 =1

En posant z’' = inei ona: ’ XTGX =< o' | 2/ > ‘
i=1
(b) Dune part XTGX =< 2’ | 2/ > et dautre part XTGX =AXTX donc <2’ |2’ >= A XTX

/112
et comme X # 0 il vient A = |||x ||||2 et ainsi [\ € RT
x

On a donc Sp(G) € Ry et comme G est une matrice symétrique on peut conclure :

G e SH(R)
Partie C
5.(a)
COV(X,L',X]' +$Xk) = E(XL(X] +$Xk)) —E(XZ)E(XJ +JUXk)
= FE(X;X;)+2E(X;Xy) — E(X;)(E(X;) + 2E (X)) (linéarité de l’espérance)
= B(X;X;) - E(Xi)B(X;) + 2(E(XiXx) — 2E(X;) E(Xx))

] Cov(X;, X; + zXy) = Cov(X;, X;) + xCov(X;, Xy) ‘

(b)

Cov XZ‘,ZQZJ'X]' = F XZZ’I']X] 7E(X1)E Zl’ij
j=1 j=1

Jj=1

= B> 2,X:X; | -E(X:)) a;E(X;)  (linéarité de E(.))
j=1 j=1

n

= i B (X;X;) — ijE (X5) E(X;) (encore la linéarité de E(.))
j=1

<.
Il
—_

[
Mﬁ

2 (E(X:X;) - E(X;) E(X;))

<.
Il
—_

Cov Xi,ZIij :Zl‘j COV(Xi7Xj).
j=1

j=1

6.(a) Pour tout (4,j), Cov (X;, X;) = Cov (X, X;) donc X est symétrique,
de plus la covariance a pour valeurs des réels donc

’ > est une matrice symétrique réelle
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(b) on note Y = (z1, ..., 2,) un vecteur propre associé a la valeur propre .

n n
D’une part YTEY = Cov <Z i X Z xin) et d’autre part Y7XY = A\YTY

i=1 i=1
orY #0 donc)\zinz}lfﬁ ainsi

On a donc Sp(X) € R4 et ainsi :
¥ e SH(R)

PROBLEME 2

Partie A
1. f:z— e~ est continue sur | — oo; 400,

Iintégrale I est impropre en —oo et en +0o0,

+oo
De plus cet intégrande est pair donc il suffit de montrer que / e~ dz est convergente.
1

2 z2

—T

ePourz>1onax®*>xdonce ™ <e

Ve>1l, 0<e ™ e ”

+o0
o F':x—— —e™" est une primitive de x — ¢7* sur R et liril F(z) =0 donc / e do converge
T—r+00
1

400
. 7’ Y . . . — 2
En appliquant le théoreme de convergence par comparaison il vient : / e " do converge
1

En conclusion : (en utilisant la parité)

+0o 5
/ e~ ® dx est convergente

— OO0

2.(a) On utilisera une conséquence de la stricte positivité de lintégrale :
Pour f et g continue sur [a, ] tel que a < b,

b b
si Vit €la, b, f(t) < g(¢) alors / f(z)dz </ g(x)dz

Vte€]0;Z[, 0 <cos(t) <1 doncVte]0;5[, 0<cos"T(t) < cos(t)

jus
2

3 3
or toutes ces fonctions sont continues sur R donc / 0dt < / cos"TH(t) dt < / cos™ () dt
0 0 0

’ Pour tout n € N, 0 < W41 < Wn‘

(b) On fixe n >0,
3

Wogo = / cos" T (z) x cos(z) dx
0

S vy
ol

= [ cos" T (z) x sin(w)] - /0 (n+ 1)(—sin(z)) cos™ (z) x sin(x) dzx

x+— cos" T (x) et & — sin(z) sont de classe C' sur [0; g]
™
2
= 0 + (n+ 1)/ cos” (z) x sin®(x) dz
0

= (n+ 1)/02 cos™(z) x (1 — cos®(x)) dx

= (n + 1)<Wn - Wn+2)

on en déduit :

n+1
Y EN, Wn :7Wn
" e




m
(¢) Montrons par récurrence sur n que pour tout n € N*, nW, W, _1 = 5"

e Pour n =1,

s

3 z 3
Wo:/ 1dx=g et W1:/ cos(t)dx = {sin(az)}2 =1 on a bien: 1.W;.Wy = T
0 0

0 2
e Soit n € N* tel que nW,W,_1 = g
n+1)WopiW,, = aW, W, d’aprés 2.(b)
= g avec l’hypothese de récurrence

on obtient bien la relation au rang n + 1.
En conclusion :

pour tout n € N*, nW,W,_1 = g

(d) (W) est décroissante (d’aprés 2.(a)) donc W,, < Wy,_1 et W1 < Wj_o
et (d’aprés 2.(b)) donnc W,,_o = %Wn il vient :

W
Wnéquénﬁan ou encore (car W, >0) 1< Wnl <nT—L1

Le théoreme des gendarmes permet de conclure

Wy ~  Wn_1

n—-+oo

n—-+o0o

W, ~ Wpu_1 donc nW,W,_1 ~nW2 or (dapres 2.(c)) anWn_lzg

o T
il vient : nWﬁ ~ 5 et enfin comme W,, > 0 on peut en conclure :

Wn ~

n——+oo 2n

3.(a) Onnote h:x+— x — In(z + 1),

h est dérivable sur | — 1; +o0[ et h'(z) = x—T— 7 onen déduit le tableaux de variations de h.
x -1 0 +0o0
h(x) + 0 -
+00 400
h \ ; /

x In(z + 1)

Remarque : pour la limite en +00 on remarque que h(z) = (x + 1) (

Ce qui permet d’affirmer que :

| Pour tout > —1; In(1+x) <z |

(b) Soit n € N* et x € [O; \/ﬁ[,
z? z? x? x?
—— > —1 donc en utilisant 3.(a) on obtient : In (1 - ) <—— et donc nln (1 - ) < —a?
n n n n

x? z? z? x?
— > —1 donc en utilisant 3.(a) on obtient : In <1 + ) <= et donc —-22<-nln (1 + >
n n n n
On en déduit en passant a I’exponentielle qui est une fonction croissante que
2\ " 2\ —n
x x
n n
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Remarque : cette relation est encore vraie pour x = \/ﬁ
En intégrant sur [0; \/n] on obtient bien :

vn 22\" v, vn 22\ 7"
Pour tout n € N*, / (1 + > dx < / e ¥ dr < / (1 — > dzx
0 n 0 0 n

(c) o La fonction ¢ : t — /n sin(t) est de classe C* sur [0; 5],

en faisant le changement de variable x = y/nsin(t) on obtient :

[H-2) e = [ ooy dooa
=i [ ia

= Vn Wantt

e La fonction ¢ : t — \/n tan(t) est de classe C* sur [0; Z],
en faisant le changement de variable z = /ntan(t) on obtient :

jus

/Ox/ﬁ <1+ f)n dr = /04 (1W+ tan?(t))" v/n (1 + tan? (1)) dt
= x/ﬁ/oZ (14 tan®(¢))' " dt

1
= f/ s 72 () dt 1+ tan?(z) =

cos?(x)

N

\f/ s2" 2 (1) dt car cos(t) = 0 sur [E' E]

4’2

/N

\/ﬁ W2n—2

En conclusion :

NG )
Pour tout n € N*,  /n Wo,11 < / eﬂﬁz dr < v/n Wap_s
0

T 1 /o 1 /m
d W, ~ /— d W- ~ == t Wo,_9 ~ —4/—
(d) W n—+oco \l 2n one il e 2\ n ¢ M2, e 2\
P vn g2 . . . ﬁ . " —z?
on en déduit que e~ ¥ dx est encadrée par deux suites qui tendent vers ~— donc lim e " dor=
0 2 n—-+o0o 0

N
2 )

—+o0
;s . .2
or on a montré a la question 1) que / e~ * dx converge donc
0
—+oo
.2 Vs
e ¥ dx = £
0 2

L’intégrande étant pair on peut conclure :

I=ym



Partie B

2

1 _z
4.(a) pa) = —— e 7,
V2T
—X I2
La fonction ¢ est dérivable sur R et ¢'(z) = e~ 2 donc on bien |¢'(z) = —zp(z)]

(b) o)~ [ "y de

5.(a) Pour z € R,

Fy(aj) = P

) car X1 et Xo sont indépendantes

’La fonction de répartition de Y est & — q)(x)g‘

Pour z € R,

Fz(x) = 1—-P(Z>zx)
= P(min(Xy, X3) > x)
= 1-P(X1>2z)Nn(X2>2))
= 1-P(X;>2)P(Xy>1x) car X1 et Xo sont indépendantes
1—(1—o(2))?

La fonction de répartition de Z est o — ®(2)(2 — ®(x))]

(b) Les fonctions de répartions de Y et Z sont de classe C! sur R donc

[Y et Z admettent respectivement pour densité : f:x+— 2p(2)®(x) et g:a— 2p(x) — 2p(2)P(a)]

6.(a) z+— 2p(x)®(x) est une densité de Y donc

+oo
E(Y) existe <= / 2xp(x)®(x)dr  est absolument convergente
—o0
+oo
== / 2xp(x)®(x)dx  est convergente (car de signes constants sur Rt et R™)
— 00
+oo
= / —2¢'(x)®(x)dz  est convergente
—00

donc

+oo
Y admet une espérance si, et seulement si, / ¢'(z)®(x)dz  est convergente

— OO0

(b)

/;d(x)@(x)dx = [90(93)@(96)} —/ab<p(a:)<p(x)dx

b
= B)BD) - p(a)B(a) — / e da

Com

a——00 b—4o0

+oo
or lim ¢(a)®(a) =0, lim ¢(b)®(b)=0et / e da converge et vaut /T

donc

“+oo
1
"(z)®(z)d t t ———
[m ¢ (2)®(x) dz converge et vau NG




—+o0

(¢) Le calcul fait a la question 6.(a) montre que E(Y) = —2/ @' (2)®(x) dz donc on a bien

(d)

7.(a)

(b)

8.(a)

(b)

(c)

— 00

Pour w € ,
Si X1 (w) < Xa(w) alors YV(w) = Xa(w) et Z(w) = X3 (w) done (Y + Z)(w) = (X1 + X2)(w),
Si X1 (w) 2 Xo(w) alors YV(w) = X (w) et Z(w) = Xo(w) done (Y + Z)(w) = (X1 + Xo)(w).
Donc on a bien

(Y+Z=X,+X; |

En utilisant la linéarité de E(-) il vient E(Y) + E(Z) =0+ 0 car X; et X5 sont centrées.

En conclusion :

E(Z) = -

1
Nz

b b
/2x230(x)¢>(x)dx = /—Zx@'(m)q)(m)dx

= [— 2x<1>(x)<p(x)}z + 2/:)(‘1’(%) — zp(x))p(x) da

b

b
—2bp(b)®(b) 4 2ap(a)®(a) + 2/ O(z)p(x)de — 2/ zp?(z) dz

a

b
= —2bp(b)®(b) + 2ap(a)®(a) + B (b) — B?(a) — 2/ z?(z) dz

a

+o0 5
or lim ¢(a)®(a) +®(a)? =0, lim b)®(b)+d(b)*=1 et / xe~® dx converge et vaut 0

a——00 b——+o00 oo

Moment des lois normales.
Donc Y? admet une espérance et

E(Y?) =1

Y et Y2 admettent une espérance donc Y admet une variance et V(Y) = E(Y?) — E(Y)?

T—1

Y admet une variance et V(Y) =

i

(pas besoin de faire une intégration par parties)
g:x— 20(x) — 2¢(x)®(x) est une densité de Z

+oo

or on a vu que E(Y?) = / 22%0(2)®(z)dz = 1
oo

et on sait que E(X?) = / 22p(z)dz =1

donc Z? admet une espérance et F(Z?) =2x1—1 onabien |E(Z?%)=

1
Z et Z* admettent une espérance donc Z admet une variance et V(Z) = E(Z?) — E(Z)?

T—1

Z admet une variance et V(Z) =
yis

On sait que Y + Z = X7 + X, et que X; et X5 sont réduites et indépendantes donc V(Y + Z) =2
-1

or les résultats précédents donnent V (V) + V(Z) =2 i qui est différent de 2 donc :
77

’ Y et Z ne sont pas indépendantes ‘




