BCPST 24 2023/2024

| Correction du sujet de PENS (2024). |

Premiere partie.
1) a) On peut commencer par remarquer que u ne s’annule pas sur R,

En effet : u est solution d’une équation de la forme y' = a(t)y donc Ik e R: u: ¢t +—> ke(Js a(s)ds)

et on sait que u(0) > 0 ce qui entraine k > 0 et ainsi ’Vt eRT, u(t) >0 ‘

!

. 1 . U
u est dérivable sur R™ donc p = = lest aussi et p/ = —-—
u u
!/ u/ 1 /
ona u =u(ry —u) donc —— = ——(ry —u) ou encore (P =-rp+1]
u u

On reconnait une équation différentielle linéaire a coefficients constants dont les solutions sont les fonctions

1 1
t — ke~ + — sachant de plus que p(0) = —
1 U’(O)

1
b) la relation précédente et w = — donne :  w(t) = ou encore :

, il vient :

c) 71 >0donc lim e "'=0 et ainsi: lm u(t) =r
t—+oo t——+o0

2) a) U(t) = elo P(®)sy(t) donc U est dérivable sur R et pour tout ¢ > 0,

U/(t) = p(t)efot P(S)dSu(t) + efOt p(S)dSul(t)
= u(t)(u(t) + ’U(t))efot p(s)ds +ut)(ry — ult) — ’U(t))ef(’t p(s)ds
= TlU(t) efot p(s)ds
On a donc pour tout ¢t > 0, U'(t) = r U(t)
(on reconnait une équation différentielle linéaire o coefficients constants)

En remarquant de plus que U(0) = «(0) on obtient bien : ’ U(t) = u(0)e? ‘

Le probleme est totalement symétrique U <> V| r1 <> ry donc on a aussi : ] V(t) = v(0)e"? ‘

b) On a déja utilisé cette propriété.

d t
p est continue sur R* donc T (/ p(s)ds) = p(t), de plus pour u dérivable (e*)’ = u’e* donc
0

% (efgms)ds) — p(t)els pla)s
d [ Ji p(s)ds Ji p(s)ds
7 () = o

= (u(t) +o(D))els P
Ut)+ V()
= u(0)e™" +v(0)e"?"

t 0 0
il existe un k € R tel que :  efo P(8)ds = ye“t + vi )err“t + k.
1 2
En utilisant la condition initiale & ¢ = 0 on obtient :
t rit _ 1 rot 1
elype)ds — 14 ¢ u(0) + & v(0)
T1 T2




U(t) e Jo )
1
14 €2=1y(0) 4+ £2=Ly(0)

T2

= wpe x

rirguge™?
rirg + ro(e™?t — 1)u(0) + 1 (em2t — 1)w(0)

On vérifie bien que ce résultat est cohérent avec la question 1.b).
de méme on montre

r1roUge
rire + ro(e™t — 1)v(0) 4+ ri(e™2t — 1)u(0)

v(t) =

rirau(0)emt .
) wl), o e done | Jim e =n
rat (ra—mr1)t
U(t) ~ % donc ’U(t) ~ % ce qul donne hm ’U(t) = 0
t——4o00 u(O)'rQeTlt t—+o00 u(0) t—+o0

Deuxieme partie.

3) a) A est symétrique réelle donc elle diagonalisable dans ., (R).

b) Le théoreme spectral ( déja utilisé en 3) a) ) montre qu’on peut choisir P orthogonale.

Autrement dit : A est symétrique réelle donc elle diagonalisable dans une base orthonormale et dans 4, (R).

c)

xXTAax = XT'pP'DPX

= Y'DY
A1 O 1

(11 v2) (0 /\2) (i)
Myt + Aoy
Myt +93)
MYTY
MXTPTPX
MXTX

INCINCIN N

donc

| XTAX <MXTX |

T — d d i _ )\1’&
d T9 — d ) o )\1’&
en sommant les deux lignes il vient : 14 4 ro0 = Ay (4 + 0)

de plus 1 # 74 et (u,0) # (0,0) donc & + ¥ # 0 et ainsi :

4) ona:AX =\X donc <

r1U + ro¥
U+

A=

5) a) F est polynomiale par rapport & x et y donc elle admet des dérivées partielles par rapport & x et y et

oOF oOF

oY) =2Ar—w) et So(wy) =20y —0)

donc  (z,y) est un point critique de F si, et seulement si, z — 4 =0et y — 0 =0

’ (@, v) est 'unique point critique de F ‘




b) U et V sont dérivables sur R™ donc F aussi et pour tout ¢t € RT,

F(t) = 20'(t) (U(t)—ﬁ)+?V’(t) (V(t) —d)

2<X'(t) | X(t) — X >

2<(A-—ML)X({#) | X(t)—X >

2< (A= ML)XEH) | X(t)> —2< (A= NL)X(1t) | X >
= 2X()T(A-ML)X(t) — 2XT(A—\NI)X(t)

or XT(A—-\1I) = ((A- )ng)X)T car A est symétrique et comme (A — A\;I3)X = 0 on a bien :

[F() = 2 X0 (A~ MI)X(0) |

On en déduit que pour tout t > 0, F'(t) = 2<X(t)TAX(t) - AlX(t)TX(t)>

ce qui entraine en utilisant 3)c) que pour tout t > 0, F'(t) < 0 et ainsi :

’ La fonction F est décroissante sur R ‘

6) a) (non fait)
b) (non fait)

!/
7) a) Le systeme (4) : { Z, (*) donne en sommant membre & membre :

(t)

w'(t) + 0 (1) = riu(t) + rov(t) — w(t)(u(t) + v(t)) — v(t)(u(t) +v(t))

=u(t) (r1 — u(t) —v(t)) + do(t) — du(t),
=v(t) (rg — u(t) — v(t)) + du(t)

riu(t) + rov(t)

or p(t)=u(t)+v(t) donc p'(t) = p(t) ( u(t) + o(t)

Pour tout t > 0, p'(t) = p(t) (R(t) — p(t)) ou R(t)=

u(t) + v(t)
b) A la question 6)b) on a montré que . ligl R(t) = Ay donc
—+00
il existe o > 0 tel que pour tout ¢ > to, R(t) > A\ — %

Supposons que pour tout ¢ > to, p(t) < Ay — €.
On sait que p/(t) = p(t) (R(t) — p(t)) ce qui entraine : p(t) > p(t) ()\1 - % -+ 5)

pour tout > to,  p(t)’ > p(t);

On a aussi supposé que p est strictement positif donc il vient  pour tout ¢ > to,

p(t)
p(to)

’ pour tout t >tg, p(t) = p(to)e® (t —to) /2 ‘

€
En intégrant sur [to,t] on obtient In ( ) > §(t — tp) en passant & exponentielle on obtient :

Cette derniere inégalité permet de montrer que . ligrn p(t) = +o00, mais c’est impossible car on a supposé
—>+ 00

que p est une fonction bornée.

’ Il existe un réel t; > to tel que p(t1) > A\ — ¢ ‘

c) Supposons qu’il existe ty > t1 tel que p(t2) < A\ —¢
L’ensemble E = {t > t1, p(t) < A1 — €} est une partie de R non vide et minorée donc elle possede une borne
inférieure que nous noterons ts
Montrons que t3 € F,

soit (u,) une suite de réels de E telle que lm u,, =t3
n—-+oo

Pour tout n € N, u,, > 1 et p(u,) < A1 — € et comme p est continue on en déduit que :

tg 2 tl et p(t3) § /\1 — &



[ ts = min {t > t1, p(t) < A1 — €} est bien définie |

Si on avait p(t3) < A1 — &, sachant que p(t1) > A1 — & et que p est continue, on aurait (en appliquant le
théoréme des valeurs intermédiaires) une valeur de t €]ty, t3[ pour laquelle p(t) = Ay —e , mais c’est impossible
car on aurait un élément de E strictement inférieur a t3.

L p(ts) =M —¢ ]

On sait que '(ta) = p(ts) (R(ta) — p(ta)) ce qui donne : p/(ts) = (A — &) (R(ts) — A1 +¢)

€ . .
or tg >t donc R(t3) = A1 — 5 ce qui entraine :

ots) > (M — )5

On peut en déduire que p’(t3) > 0 ce qui est impossible car pour tout ¢ €]t1,t3[, p(t) > p(ts).
(signe du tauz d’accroissement)

On peut en conclure que :

pour tout t > t1, p(t) =M\ —¢ ‘

L’énoncé demande t > to

d) on reprend les noms tg,ty,to, t3.

tligrn R(t) = A1 donc | il existe tg > 0 tel que pour tout ¢ > to, R(t) < A\ + %
—+o0

Supposons que pour tout ¢ = to, p(t) = A1 + €.

, €
on a alors pour tout t > ty, p'(t) < —p(t)§

on obtient : pour tout t > to, p(t) < p(tg)e™° (t—to) /2
Cette derniére inégalité permet de montrer que lim p(t) =0,
t——+oo

mais c’est impossible car on a pour tout ¢ > tg, p(t) > A1 +¢ > 0.

’ Il existe un réel t1 > to tel que p(t1) < A1 +¢€ ‘

Supposons qu’il existe to > t1 tel que p(t2) > A\ +¢
on montre alors que

[ t3 =min{t > t1, p(t) > A\ + ¢} est bien définie et p(t3) = A\ + ¢ |

On peut en déduire que p’(t3) < 0 ce qui est impossible et ainsi pour tout ¢ > t1, p(t) > A\ —¢
En conclusion :

’ il existe un t4 > 0 tel que pour tout t > t4, p(t) < A1 +¢€ ‘

On déduit des questions 7)d) 7)e) que :

Ve >0,3t5>0:Vt>ts5, \j —e < p(t) <\ +e¢

donc
e) (non fait)
Troisieme partie.
Qx) ~ 28 — -0
8) La fonction & — Q(x) est continue sur R et Q) e 23 r:‘” oo
r——+00 r——+00

donc (en appliquant de le théoréme des valeurs intermédiaires)

’ il existe au moins un z € R tel que : Q(z) =0 ‘

4



9) Distinguons différents cas :
0Sizl>22>2’3,

en appliquant le théoreme de Rolle & z — @Q(x) sur les deux intervalles [z3, 23] et 22, z1] on montre que :
Q' admet deux racines réelles y; et yo vérifiant : 21 > y1 > 29 > y2 > 23
D iz = 29 > 23,

e z; est une racine double donc Q'(z1) = 0 on note y; = z;

e en appliquant le théoréme de Rolle & 2 — @Q(x) sur I’ intervalle [z3, 23] on montre que
Q' admet une racine réelles yo €]z3, 22|

@' admet deux racines réelles y; et yo vérifiant : 21 = y; = 29 > ya > 23
© si z; > 29 = 23, on se retrouve dans un cas similaire & @
O sizy = 29 = 23,

Q' admet deux racines réelles y; et yo vérifiant : 21 > y1 > 29 = Y2 = 23

dans ce cas z; est une racine triple @@ donc z; est une racine double de Q'
En conclusion :

’ Q" admet deux racines réelles 1, et yo vérifiant : z;

ZY =22
10) Q'(X) =3X?%+2a2X + a; et son discriminant est A = 4a3 — 12a;

Z Y2t > 23
On a vu @’ admet deux racines réelles (deuz distinctes ou une double) donc A > 0 ce qui entraine

11) Q(X) = (X

— 21)(X — 22)(X — z3) donc

Q(X) = X3 - (Zl + 2o + 23)X2 + (2'12’2 + 2123 + ZQZg)X — 217223
donc ag = —(z1 + 22 + 23) a1 = 2120 + 2123 + 2223

apg = —Z12223
On a supposé ici que 21, 22 et z3 sont strictement négatifs donc :

’a2>0 ap >0 ag >0

12) (Ici il y a une erreur d’énoncé :) on suppose que as, aj et ag sont strictement positifs.

pour tout z € RT, Q(2) = 2° + az2? + a1z +ag > 0

donc Q n’a pas de racine dans R et ainsi
somme de réels > 0

’ Les racines de @) sont toutes strictement négatives.
13) A est symétrique réelle donc ’ elle est diagonalisable dans R ‘ .
14)

on se retrouve avec trois équations linéaires a coefficients constants dont les solutions donnent
pour tout ¢ > 0,

yi(t) = ty1(0) , yo(t) = e*'y2(0) et ys(t) = eXiy3(0) |



15) Les \; sont < 0 donc tiigloo y1(t) =0, tiigloo y2(t) =0 et tggloo ys(t) =0,

u(t) y1(t)
or pour tout ¢ > 0, v(t) | =P~ ya(t)
w(t) ys(t)

lim wu(t) =0, lim v(¢t)=0 et lim w(t)=0

t—+oo t——+oo t——+oo
16)
0 d 0
rg(A—(r1—d)I3) = rgld ro—m d
0 d ry —T1
d ro —7T1 d
= 1rg|0 d rg —1T1
0 d 0
d d ro —7T1
= 1rg|0 rg—mnr d
0 0 d
= 3

donc r; — d n’est pas une valeur propre de A, on fait de méme pour r3 — d

’ A ne peut étre égal ni a r;1 —d, ni a rg —d. ‘

On sait que :
(ri—d)a + do =\
di+ (ro —2d)0 + dw = X0
db + (rg—d)w = .

=0
e si & = 0 on obtient le systeme : { ro — 2d + dw = X0 qui entraine X =0
N N SN——
+ (’1"3 - d) W= Aw. impossible
=i R
e si ¥ = 0 on obtient le systeme : + dw =0 |quientralne X =0 (car A\ #rs3—d).
N A N——
T3 - d) W =AW impossible
)i + do = A\ .
e si w = 0 on obtient le systéme : du + 2 - 2d) = A0 qui entraine X =0
—
=0 impossible
On peut alors conclure :
[a#0,0#0et w#0 |
17) La relation suivante :
(ri —d)4 + db =i (1)

dic+ (ry —2d) 0 + di =X (2)
do + (rs—d) = b (3)

les lignes (1) et (3) donnent :

o d . ot . d .
R g D g
et en les injectant dans la ligne (2) il vient :
d? d?
— 9 —2d)0+ ———0= A0
o G It LR e L
et sachant que ¢ # 0 on obtient :
d? d?
_ —2d—-AN)+——=0
R R w———;



en mettant au méme dénominateur on obtient :
AN =r3+d) +AN—rz3+d)(ro —2d =N\ —r; +d)+d*N—r1 +d) =0

On a bien :

Q) =0,0t QX)=(X+d—711)(X+2d—1) (X +d—r3) —d>(2X +2d —r1 —13) |

18) Développons Q(X) :
QIX) = (X+d—r)(X+2d—r) (X +d—r3)—d*(2X +2d -1 —13)
= X°+ (4d—(r1+r2+1r3)X?
+((d = r1)(2d — 1r3) + (d — r3)(2d — 73) + (d — 71)(d — r3) — 2d*) X
+((d —r1)(2d — r2)(d — r3) — d*(2d —ry — r3))
= X3 + (4d— (Tl + 79 +T3))X2
—l—(3d2 — (3r1 + 219 + 3r3)d + ri7rg + 1175 + 1ror3) X
-‘r((d — 7“1)(2d — Tg)(d — 7"3) — d2(2d —-7ry — 7“3))
= X+ (4d— (r1 + 7o +7“3))X2
+(3d2 — (37‘1 + 2719 + 37"3)d +riro +1rir3 + 7“2’/"3)X
+( — d2(T1 +ro + 7“3) +d...+ )
Tous les coefficients de @) sont des fonctions réelles qui tendent vers +o0o quand d tend vers 400,

donc il existe un d > 0 tel que pour tout d > d tous les coefficients de @ sont positifs.

ce qui entraine en utilisant le résultat de la question 12) :

’ilexisteun8>0te1quep0urtoutd}g,ona)\l<O, A< 0et A3 <0




