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Le sujet comprend 4 pages numdérotées de 1 a 4. Il porte sur des modéles de compétition entre

populations. Il comporte quatre partics indépendantes.

1l est recommandé de live attentivement el paticmment le sujel. [ est demandé de veiller au soin de

la présentation, amnst qu a la vigueur el a la concision des raisonnements.

Début. de I’épreuve

Premicre partie : Equation de compétition entre deux popu-
lations

On considere I'équation :
(1)

/(1) = u(t)(r — u(t))

avec r; > 0 et une donnée initiales strictement positive u(0) > 0. On admettra qu’il existe une solution

u(t) pour tout ¢t > 0, de classe c'.

a) Trouver I'équation satisfaite par la fonction p := 1/u et résoudre cette équation.

1)
b) En déduire que
u(0)r
)= ——— 7
U( ) Tle-rlt + U(O)(l _ e—ml)

c) En déduire la limite de u quand t = +00.

On considére maintenant le systéme d’équations :

{ W(t) = ut)(r—u(t) - u(t)),
V() = wv(t) (ra —u(t) - u(t)),

> 0. On admettra qu’il existe une solution

(2)

avec données initiales strictement positives u(0) > 0, v(0)

(u(t), v(t)) pour tout t >0, de classe C1.
Ce systéme d’équations modélise la dynamique de deux populations de densités u et v, respectivement

de taux de croissance 11 et 2, en compétition pour une méme ressource.
On suppose que 71 > 12 > 0.

On définit p(t) := u(t) +v(t), U(t) :== elo P)dsy(t) et V(t) := eo p(s)dsy ).

a) Montrer que U(t) = ¢"‘u(0) et V(t) = e™'(0).

b) Montrer que 4 (ef“l ”(s)d’) = p(t)efvl r(s)4s et en déduire que :

it _ 1 rot 1
) w(0) + < 2(0).

T T

Cf“’ p(s)ds _ 1+

c) En déduire u(t) et v(t) en fonction de 71,72, u(0),v(0). On pourra vérifier que ce résultat est cohérent
avec la question 1.b) quand v(0) = 0.

d) Montrer que limy_, .o u(t) = 71 et limy 400 v(t) = 0.
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. partie : Equation linéaire 4 2 compétiteurs avec
mutations

On consideére la matrice

avecrTy >19 >0et d>0.

3) a) Mont : . .
) a) ntrer que la matrice A est diagonalisable dans R et admet 2 valeurs propres réelles, aue I'on note

A1 et Ay, ordonnées par A\; > \,.
On note A = P~'DP. ol P est une matrice 2 x 2 inversible et

b) Rappeler pourquoi on peut supposer aue P est orthogonale, c’est-a-dire que sa transposée PT est

égale a son inverse P71,

. N

c) Montrer que pour tout vecteur colonne X = (JCI € R?, on a XTAX < A1 XTX (on pourra
T2

supposer dans un premier temps que P = I, la matrice identité d’ordre 2, puis poser Y = PX).

On considere maintenant le systeme d’équations différentielles :

{U’(t) — (=AU + dV(t) — dU (t), 3
VI(t) = (rz—A)V(E) + dUu(t) — dv(t), (3)

avee donndes initiales strictement positives U(0) > 0 et V(0) > 0. On admettra qu’il existe une solution

(U(1), V(t)) pour tout t = 0, de classe C'.

Autrement dit, si 'on mtrodlut le vecteur colonne

alors X'(t) = (A—X\ 1) X(1).

On considere un vecteur propre non- nul

de A associé a Ap, c'est-a-dire que AX = MX.

4) Montrer que ) A
mu+ 720
a+0

t la fonction a 2 variables définie pour tout z > 0, y =

= A1.

On introdui > 0 par :
2

Flz,y) = (@ — @) +(y—0)"

5) a) Déterminer le ou les points critiques de F.

b) Soit
) Soi . )

Montrer que B
F'(t) =2 X(t)"(A- MI2)X(t).
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En déduire que F est décroissante.

On admettra par la suite que lim;— o0 U(t) =1 et lim 4o V(t) =o.
On suppose maintenant que
/\| >0

et on considére le systeme d’équations différentielles :

{u’(t) = u(t)grl—u(t)—v(t)) + du(t) — du(t), )
V() = wu(t) ro —u(t) —v(t)) + du(t) - du(t),

avee données initiales strictement positives u(0) > 0 et v(0) > 0. On admettra qu’il existe une solution

(u(t), v(t)) pour tout t >0, de classe C'.
Ce systeme d’équations modélise la compétition entre deux populations de densité u et v, avec

un taux de mutation d caractérisant les changements d’une population vers P’autre a chaque nouvelle
génération.

On définit p(t) == u(t) + v(t), U(t) := elo P)dsy(t) et V(t) = elo p()dsy(t).
a) Montrer que t — (gE:D est bien solution de (3).

b) Montrer que
rlu(t) + T2’U(t) _ ru+ 90

lim —+————+ =
1515 u(t) + v(t) a4+

On admettra par la suite que p = u +v est une fonction de classe C!, strictement positive et bornée.

a) Montrer que

N . ru(t)+rau(t)
ou R(t) == "y

b) Soit 0 < € < Aj. Rappeler pourquoi il existe to > 0 tel que pou
Supposons que p(t) < A; — € pour tout ¢ > . Montrer qu’alors p(t) = p(to)e

I tout ¢ > to, on ait R(t) = A\ —¢/2.
e(t—t0)/2 En déduire une

contradiction.
c) Soit t; > tg tel que p(t1) > Ay — €. Supposons qu’il existe t2 > t tel que p(t2) < Ay —¢. Soit

t5 ;= min{t > t;, p(t) < A1 —€}.

Expliquer pourquoi t3 est bien défini et p(ts) = A — . Montrer que p(t3) > (A — €)e/2 et en déduire

une contradiction. En conclure que p(t) > Ay — € pour tout t > to.
d) A l'aide de la méthode développée dans les questions précédentes, montrer qu'il existe t4 > 0 tel que
p(t) < A + € pour tout t > t4. En conclure que lim;, o0 p(t) = A1

e) En conclure que limy_, 1o u(t) =@ et limy— 400 v(t) = 1.

Troisiéme partie : signe des racines d’un polynome de degré 3

On considére un polynéme d’ordre 3 a coefficients réels, qu’on écrit

Q(X) = X*+ a:X* + a1 X + ao,

ol ag,ar,as € R.

Montrer qu’il existe z € R tel que Q(z) = 0.
On suppose & partir de maintenant que ce polynéme admet 3 racines réelles, qu’on note zy, 22 et 23,

au sens ol

O(X) = (X = 21)(X — 22)(X — z3).



On les ordonne telles que 2y > 20 > 2y,
X ) N sy rncines réelle
9) Montrer que Q" admet deux racines véelles yy o ¢ Botelles que =y oy, :
10) En déduire que a3 > 3ay.

11) On suppose dans cette question que les tacines de € sont strictement negatives, oot dire que - ()
Montrer que dans ce cas ag, ap el ay sont strictement. positis
12) On suppose maintenant. que ay,ay ot ag sont strictement positifs. Montrer qualors les racies de ()

sont strictement. négatives, c'est-a-dire que 2y < 0.

Quatrieme partic : équation linéaire a 3 compétiteurs avec

mutations

On considére dans cette partie le systeme :

W(t) = rmu(t) + du(t) - du(t),
V() = mo(t) 4 du(t) — 2du(t) + dw(t), 5)
w'(t) = rw(t) + do(t) — duw(t),
avec d > 0, r1,72,73 € R et des données initiales strictement positives u(0) > 0, v(0) > 0 et w(0) >0
On admettra qu'il existe une solution (u(t), v(t), w(t)) pour tout ¢ >0, de classe C'.
Autrement dit, si 'on note

X(t):= | v(t)
w(t)
et
T — d d 0
A= d ro —2d d
0 d T3 — d

alors X'(t) = AX(t) pour tout ¢ > 0.
13) Montrer que la matrice A est diagonalisable dans R et admet 3 valeurs propres réelles, qu'on note A;.
Ao et A3, ordonnées par M= 23
On note A = P~1DP, ou P est une matrice 3 X 3 inversible et

M 0 0
D= 0 /\2 0
0 0 X3

On introduit le vecteur colonne Y (t) := PX(t).

14) Montrer que yi(t) = ity (0), ya(t) = €4y2(0) et y3(t) = e*tys(0) pour tout ¢ > 0.

15) En déduire que si A1 <0, <0et Az <0, alors limy 400 u(t) = 0, lime 4o v(t) = 0 et limy 4 w(t) =

0.
On consideére un vecteur propre non-nul
R U
X=10
w
de A, Cest-a-dire qu’il existe une valeur propre A (égale & Ay, Az ou A3) telle que AN = AN Alnsi :
(r1 —d)a +do - \u
du t(ry — 2d)o Fdw Av
do Fry  d)w Aw.
4
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16) Montrer que A ne peut étre égale ni & 7y —d, ni & ry — d. Fp déduire que 4 £ 0,9 %0 et 4 #0
17) Montrer que Q(A) = 0, ou

QIX) = (X+d—-r)(X +2d— ) (X +d—rq) - d*(2X 94 - T 14).

On pourra pour cela exprimer 4 et 1 en fonction de 0.

On suppose maintenant quer; +ry 471y <0.

18) Montrer a I'aide de la question 12)

qu'il existe d > 0 te] que pour tout d >
A1 <0.

da on alt /\3 < 0, /\2 <) ot

Fin du sujet
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