BCPST 24 2024/2025

’ Correction du sujet ENS 2025. ‘

Partie I
1 (@) o [Sas0),

pour z € R, Fy(fv):P(aX+b<9€)=P<X<x_b> = Fx (x—b)

O (O el Gl L))
B 27 (ac)? P 2(ac)?

On reconnait cette densité : ’Y suit la loi M(ap + b, a202)‘

. [Sta<i],

pour x € R, Fy(x):P(GX‘i‘ng):P(X}x;b):1_FX (ma—b)

1 —b
Fx est de classe C°° sur R donc Y est de densité : z+— ——¢, » (z )
a a

|
@
*
!

N L - (2o

a

On retrouve le résultat : |V suit la loi N(au + b, a202)‘

1 X —
(b) En appliquant (a) avec a < — et b < HEonarz=2"F ~ N(au+ b,a*0?) donc la loi N(0,1)
g g (o

Z ~N(0,1)

2. On note @ la fonction de répartition de la loi N'(0,1).

(a) @ est une bijection strictement croissante de R dans ]0, 1].

(En effet : ¢o1 est continue et strictement positive sur R)

u(a)
Autrement dit : pour tout « €]0, 1] |il existe un unique u(«) € R tel que : ®(u(a)) = / ¢o1(x)dzr =«

— OO

u=®"" est bien lcontinue et strictemnent croissante sur 0, 1[‘

Remarque : u est souvent appelée fonction des quantiles de la loi N'(0,1).
(b) On sait que Vo € R, ®(z)+P(—x) =1 (En effet : x — ®(z) + ®(—x) est de dérivée nulle et en 0 elle vaut 1)
Pour a €]0,1[, ®(—u(a)) =1—®(u(e)) =1—a donc: [ —u(e) =u(l — a) |

X, —
P(X1 — | >06) = P(‘l’“ >
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0 . .
or o1 < 02 et @ est croissante donc ¢ ( ) d <> ce qui entraine :
02

[P(IX1 — | > 6) < P(I X3 — pa| > 6)]

Interprétation :
La variable aléatoire X; est moins dispersée autour de pu; que X5 autour de po.

Comme oy est plus faible que oo,
il est moins probable que X; s’éloigne de sa moyenne d’au moins § que Xo,

X1 est plus concentrée autour de sa moyenne.
Illustration graphique :

On représente la densité continue des deux variables alétoires et on hachure 'aire correspondant aux deux probabilités.

— X1 ~N(m, o)
=== Xy ~ N(p2, 03)

- - o

M1 H2

4. (a) i. La linéarité de E(.) donne : E(Y) = E(X1) + E(X2) et ainsi |[E(Y) =0

Par indépendance de X7 et X5, V(Y) = V(X;) + V(X2) et ainsi ’V =0+ ag‘
ii.
1 (y — x)2> 1 < z? )
—z)folr) = ——exp|— X exp | —=—
1 (y—2)% 2
= exXpl{—~5 3 ~ 532
2mo102 207 205
(y —a)? a? y? Yy 1 (o} + 03 2
D’ - o=t —
¢ L une par 203 203 202 + 207 2 olo3 v

e D’autre part :

yod \?
N Gk ) A S £ PR BT B
T T 1 st rap) 23 \° A+ G o
1 2
_ y? 701"‘02 2+iy7 a3 2
2(0f +03) 20703 f o2(0? +03)
_ v ﬂ,, oitos
207 207 olo3
donc
2 2
Yo,
fily — 2) fol) = exp |~ L L +>
2mo1 09 2(0’% +O‘%) 9 %1%
O'%JrO'Q




iii. Le théoreme donnant une densité de la somme de deux variables aléatoires indépendantes donne la
convergence de l'intégrale suivante, que 'on calcule avec la formule précédente :

yo2 2
/+Oof1(y—fv)f2(rf)dx : eXP<_2(y2>/+OOeXP —(x_”y”) dz

2. 2 2
oo 2no109 0i+03)) ) oo 9 (21:;2
1 2
2 2 2
_ 1 exp __ ¥y I
2mo109 2(0? +02) 0% + o3

on utilise la densité d’une gaussienne

S . (_212>
2m (0% + 03) 2(0f +03)

+oo
On sait que y — / fily — z)fa(x)dz est une densité de Y = X; + X5 (car X1 et Xo sont
—o0

indépendantes) et on reconnait ci-dessus la densité continue de la loi N'(0, 02 + 03)
donc

’Y suit la loi N'(0,0% + og)‘

iv. Soient X; ~ N (u1,0%) et Xo ~ N(uz2,03) deux variables aléatoires indépendantes.
on a alors X; — py ~ N(0,0%) et Xo — pp ~ N(0,03) (d’apres la question 1.(a))
et X1 — puy1 et Xo — o sont indépendantes.
donc d’apres la question précédente : X1 — py + Xo — g ~ N(0, 0% + 03)

et en réutilisant la question 1) il vient : ’Xl + Xo ~ N(p1 + po, 0% + ag)‘

Ce qui acheve la démonstration du lemme 1 dans le cas n = 2.

(b) On suppose connaitre (X7, ...X,,) n variables aléatoires indépendantes et (ay, ..., a,) € R" tels que :
X~ N(pi, o) et (ay,...,an) # 0,

(1l suffit de Uétablir pour (ax, ..., an) vérifiant Vi € [1;n],a; # 0, ce qui simplifiera la récurrence)

e On vient de montrer que la somme de deux gaussiennes indépendantes est une gaussienne.

On montre alors par récurrence sur n avec le lemme de coalition que toute combinaison linéaire de n
gaussiennes mutuellement indépendantes est une gaussienne. (toute combinaison linéaire avec des coefficients
non tous nuls!)

n
donc on peut affirmer que Z a; X; est une gaussienne.
i=1
e Ensuite pour avoir ’espérance et la variance, il suffit de calculer 'espérance et la variance de la variable
n
aléatoire ZaiXi : sachant que E(X;) = pu; et V(X;) = o :

i
i=1

n n n n
- La linéarité de E (-) donne : E <Z ain) = Z a; E(X;) et ainsi | E <Z aiXZ) = Zaiﬂi
k=1 i=1 i=1

k=1

- Par indépendance mutuelle des X; , V' (Z aiXi> = Z a?V(Xi) et ainsi | V (Z aiXi> = Z a?af
i=1 i=1 i=1

i=1

n n n
En conclusion, on a bien g a; X; est une gaussienne d’espérance E a;p; et de variance g a?af

i=1 =1 =1

Ce qui acheve la démonstration du lemme 1 dans le cas général.

(c) Notons b = MTa, comme a & ker(M7”) on a b # 0y,

k
on a alors aT MX = Z b; X; et ainsi d’apres le lemme 1,
i=1
k k
a” M X suit la loi normale de d’espérance Z bij; et de variance Z b2o?
i=1 i=1



k k
or a'Mp=0b"p= Zbiﬂi et aTMLMTa=bTS0b= Z bio?
i=1 i=1

donc on a bien : ’ a’MX ~ N (aTMM; aTMEMTa) ‘

Partie I1
1. (a) z € ker(A + U,CU,) donc Az + U;CUsz = 0y ce qui entraine en multipliant & gauche par CU; A~ :

CUQI’ + CUQA_lUlcUQZL‘ = Ok

et comme CUsxz = f(z) on obtient f(z) + CUy A U, f(z) = Ox ou encore C~ ' f(x) + Uy A7 U, f(2) = Op
dot | f(z) € ker (0—1 + UgA_lUl)

(*AilUl)(CUQ)I
= —A_l(U1CU2)x
= —A_l(—Am‘) car © € ker(A 4+ U1CU»)

T

go f(x)

(b) = € ker (C_l + UQA_IUl) donc C~ 'z + Uy A~'Uyz = 0, ce qui entraine en multipliant & gauche par
—A_lUch
AUz — ATNULCUR AT U e = 0y,
et comme —A~ Uz = g(z) on obtient g(x) + A~ U;CUsg(z) = 0y ou encore Ag(z) + Uy CUsg(x) = O
dou [ f(z) € ker(A+ U1CUs) |

fog(x) = (CU)(=A"'U)z
= —CU,A™'U))z
= —C(-C7'2) car x € ker (Cfl + UgAilUl)
= z
(c) On note f: E— F avec B = ker(A + U1CUsy) et F = ker (C_l + UQA_lU:[)
z — f(z)
e f est bien définie d’aprés (a) et est linaire car f est linéaire.

e les questions (a) et (b) montrent qu’il existe une application g telle que : go f = Idg et fog= Idp
on peut en déduire que g est bijective.

En conclusion : f est un isomorphisme de ker(A + U;CUs) dans ker (0_1 + UgA_lUl)
2. Raisonnons par équivalence.
A+ U CUs est inversible <= ker(4A 4 U;CU3) = {0,}
< ker (071 + U2A71U1) = {0} (car ces deux noyaux sont isomorphes)
<« (O ' 4 Uy AU, est inversible
On suppose que ces matrices sont inversibles et alors :
(A+UiCl) (A7 = AT (CTM 4 AT ) T 1RATY) = L= Uh (O 4+ A ) U2 A

HULCUs A~ — UL CU, AU, (CF + U A7) T U AT
= I, +UiClUA™"
—(U1 + Ui CTU2 A7) (CTH + U AT, T 1A
= I, +UiCUA™"
—U1iC(C™ 4+ U2 AT L) (C7H 4 U A7) T U AT
= L+ Ui CUA™" — U CUA™"
= I,

Ce calcul permet de conclure la démonstration du lemme 2 avec :
(A+ U CU) ™ = A7 — A7, (CT + U, A7) T U, A
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3. On raisonnera avec t > 0, pour t = 0 il n’y a pas de difficulté.

n 2
(a) On sait que : Vo € R™,  #£0, = 27 Az >0 et 27 (t1,1 )z =t (Z x2>
i=1
donc Vz € R™, z # 0, = 27 Vz > 0 et ainsi Vo € R", z #0,, = Vz # 0 et ainsi V est inversible

On applique le lemme 2 en posant M =tI;, U; =1, et U= 15
sachant par ailleurs que V' est inversible son inverse est donné par le lemme :
t

Vileato — .
1+¢t174-11,

A711,17 471

t

1) T A . S—
(b) V 1+t1£A—11n

A711,17 A7 donc

t

v, AT
" 1+t17A-11,

17A™'1, — 1fAT,1T AT,

__pa
1+tpa

17y —11,

de méme on a: 17V "ly=1T4"1y pall A=y et ainsi :

14+ tpa

HA

1Tv—1 _
Y T T A

1+t
(€ e 17V11, = P4 cR done (1IV-11,) ' = P4
1+tpa pa

e On remarque que A~ '1, =7 et ps = 127 donc

¢
C1+t1,A-117

t
= r— -Tlfr
1+1tpa

t
= r— SDAT
1+1ipa pa

1
r
1+1tpa

v, = A7'1, CAT1,1T A,

1
On en déduit que (1XV11,)7'V=11, = —r, or pa=1Lr donc
pA

’ (1Lv—'1,)" v, = (1lr) "ty ‘

Partie 111

1. (On fait comme si on ne connaissait pas l'inégalité de Cauchy-Schwarz
g Y

1
(a) on note b= Eln

n n

Z a? = Z(ai —b; + bi)Q

i=1 i=1
n

= Z(ai — b))%+ 2i(ai —bi)b; + ib?

; i=1 i=1

; 2 i=1 i=1 2 i=1 2
_ Z( ._b,)2+22n: '_izn:1+ii1 b—ll
= a; — b; ni:laZ 3 2 3 2 (car = n)

= 1
= Z(ai—bi)z‘f‘g (cara"1, =1)

N
Il
—



1 1
Ainsi Z a? > -~ et 'égalité est réalisée pour le vecteur b = ﬁln

=1 <
> ;af = > —lai = bi+ b;)?
= i% +22—alb —Z—bQ

= z”:% i—bz‘)2+(zn:7"i>

=

n n -1 n -1
1
Donc Z —a; (Z m) et D'égalité est réalisée pour le vecteur b = <Z m)
e~ 1,

=1 i=1

() i eV =M"Mdonc V" =M"(M")" = M"M =V donc [ V est symétrique |

e Si 27 Vz <0 alors ||[Mz||? < 0 ce qui entraine Mz = 0,, puis z = 0,, (car rg(M) = n donc on a bien
’V:CER”,:C#On:>xTVx>0 ‘

ii. @ V est symétrique réelle donc (théoréme spectral) ’V diagonalisable‘

e Pour z # 0, et A € R, si Vo = Az alors 27 Va = A|z||? or on sait 27 Vz > 0 donc A > 0

’ toutes les valeurs propres de V sont strictement positives. ‘

iii. ® On vient de montrer que 0 n’est pas valeur propre de V' donc ’ V est inversible‘

e Soit € R™ tel que x # 0,,, onnote y =V ~"x  (on sait que y # 0,),

Ve = (Vy)TVTH(Vy)
= yTVy >0

donc ’VmER",x;&OnﬁxTVx>O‘

iv. On note b= (17v~=11,)"'V =11, et on remarque que : V! est symétrique et 17V "'1, € R
a’Va = (a—b+b0)TV(a—b+b)
= (a=b)"V(a—b)+(a—b)"Vb+b"V(a—b) +b'Vb
= (a—=b)"V(a—=b)+ad"Vb+b"Va -V

V've = (ATv'1,)"'1Tv-1va
= (Afv-'1,)'17q
= -1, car 1, a =
1'y=11,)7! 1Ta =1

et bTVa = (aTVb)T car ce sont des matrices 1 x 1 et VT =V donc b'Va =aTVh
vV've = (Afv-ti)talv-tv@alv-ti,)Ttviy,
(ATV1,) ATV ,)
= (v,



donc
a’Va=(a-b"V(a—-b)+@Qrv-11,)"!

Sachant que (a —b)TV(a—b) > 0et (a —b) V(e —b) =0 = a = b il vient :

’ a'Va > (lfV_lln)_l, et I’égalité est réalisée pour le vecteur b = (lz;V_lln)_l vl1, ‘

1 1
v. ® En prenant V =1, (ou M =1I,) on obtient a’a > = et Pégalité pour b= —1,,
n n

on retrouve le résultat de la question 1.(a).

-1
1 1 — a; -
e En prenant V = Diag () (ou M = Diag (\/»)) on obtient bien : Z @i > (Z ’I“i>
T; Ti Ti

i i=1 i=1

-1
n
et I'égalité pour b = (Z m) r
i=1
on retrouve le résultat de la question 1.(b).

1 n
2. (a) En utilisant les résultats de la partie I on sait que Y; ~ N (u,0?) et M,, = — E Y, est une gaussienne :
n
i=1

0.2

la linéarité de E(.) donne E(M,) = p et lindépendance mutuelle des Y; donne V(M,,) = —
n

2
)

1
(b) En prenant pour vecteur déterministe : a = —1,, on peut affirmer que M,, est un estimateur linéaire et
n

comme de plus E(M,,) = u il vient :

’ M, est un estimateur linéaire sans biais de u ‘

(c) Qn(a) est un estimateur linéaire donc @, (a) est une gaussienne :

la linéarité de E(.) donne E(Q,(a)) = Z pua; = p et l'indépendance mutuelle des Y; donne
i=1

V(@n(a)) = Z a;o’

’ Qn(a) est une gaussienne d’espérance p et de variance alao?

(@) a€F Qul@) =Y a¥i e BQu()=p

| Qn(a) est un estimateur linéaire sans biais de |

(e) on a vu a la question 1.(a) que a’a >

[ V(Qn(a)) > V(M,) |

Interprétation : M,, est 'estimateur linéaire sans biais de p avec le plus faible écart-type.

(f) 1 suffit d’appliquer le résultat de la question I 3. avec o1 = V(M,,) et o2 = V(Qn(a))

[ PIMn — p > 8] < P[IQn(a) — pl[ > 4] |

Interprétation :
M, s’éloigne moins de p que Q,(a), M, est le moins dispersé des estimateurs linéaires de p.

(Voir interprétation Partie I)
2
(g) L’inégalité de Bienaymé-Tchebychev donne : 0 < P[|M,, — p| = J] < % donc (th. des gendarmes)
n

lim P[|M, —p| >4d] =0

n— oo ‘
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Interprétation : ( Loi faible des grands nombres, (M) converge en probabilité vers )
Pour n suffisament grand la moyenne arithmétique est une bonne approximation du parameétre p.
Et cet estimateur est le "meilleur” parmi ’ensemble des estimateurs linéaires sans biais de p.

n -1 n
3. (a) V; NN(M,;) et Qn(r)= (Z ri> ZriYi donc
7 =1 i=1

2

:<Z”> 2B = V<Qn<r>>=(zm> Zﬁv -

et ainsi avec le lemme 1 :

0.2

doimi i

Qn(r) suit la loi normale d’espérance p et de variance

On sait que : <Z r,) < > 7“z> > n? (question III 1. (b)) et on a supposé : Z

r
i=1 i=1 "

donc V € N, Z; r; > n et ainsi Er}rloo V(Qn(r)) =0

VI(Qn
En appliquant I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev il vient : 0 < P [|Qn(r) — u| = 6] < Vi@n(r))

52
ce qui permet de conclure (th. des gendarmes)
Ty PI0n() — 1> 0] =
n—r 0O
2 n
1
(b) M, est toujours une gaussienne d’espérance E(M,) = u et de variance V(M,,) = % Z -

(Z n) (Z > > n? donc [ V(Qn(r)) < V(M,) |

i=1
Comme de Iécart-type de Qn(r) est plus petit, on va préférer Q. (r) & M,,.
(On utilise Uinterprétation de la question I 3. )
Interprétation de la forme de Q,,(r) (un estimateur linéaire sans biais) :
Il accorde plus d’importance aux données avec le plus faible écart-type pour estimer u.

4. M, est toujours une gaussienne d’espérance p et

n
g&p g¢g;
ViM,) = V|—=+ —
02 0?1
= —+ = — (Indépendance des €;)
To n= 4 i
=1
o?  o? 1
M, suit la loi normale d’espérance p et de variance — + — —
ro n T
i=1

2
On remarque que la lim V(M,) = 7 #0
T

n—-+oo

5
et on sait ( question I3.) que: P(|M,, —p| =2 9)=2—-20 (\/M)

donc

| P(IM,, — p| > 6) ne tend pas vers 0 quand n tend vers 400 |

Interprétation :

Il a ici une perturbation commune a toutes les données qui explique que M,, fluctue toujours autour de g méme
pour une grande quantité de données.



5. (a) Y =pul, +ocME donc a’Y = pa”,, + 0a” ME ou encore 'Y =+ ca” ME
et en utilisant le corollaire 1 on sait que a* ME ~ N(0,a” MM a) donc

’ a'Y ~ N (p,0?|M"al|?) ‘

(b) (Cherchons lestimateur avec le plus faible écart-type).
On utilise ici le résultat de la question III 1. (c) :
En posant : V = MM7T (ici il faut inverser ordre du produit utilisé dans la partie II)
[|IMTa||? = a”Va est minimum pour a = (1ZV_11H)71 v,

On choisira 'estimateur :

| Z, = (1T(MMT)"'1,) AT (M) Y |

1 n
(c) e Dans la question 2. c’est le cas précédent avec M = I,, ce qui donne bien Z, = — E Y;
n
i=1

1 1
e Dans la question 3. c’est le cas précédent avec M = Diag ( )

ﬁ’”” \/a
n

1 n
on a alors (MM7T)~! = Diag(ry,...,rn) ce qui donne bien Z, = <Z m) ZriYi

i=1 i=1
1 1
7 — 0 0
7o 1
1 1
— 0 — 0
e Dans la question 4. c’est le cas précédent avec M = | V70 VT2
1 0 o 1
V1o

NG

1 1 1
6. Avec la matrice précédente on a: MMT = A+ —1,17 ot A = Diag (, ceey )
To ™ Tn

1
etonnote V =A+ —lnlf
To

En utilisant le résultat de la question IT 3. (c) on a : (1XV~11,)7'v 11, = (1)~ 1y

on obtient alors : Z,, = (1X)~1rTY

n -1 n
on retrouve l'estimateur de la question 3 : | Z,, = (Z m) ZriYi
i=1

n -1 n n -1 n
(oSN} gg; g€&p
Cela donne : Z,, = 75 T + — + ) =pu+—+o0 T Ti Eq
(2_; ) 2 (“ o vm) T R <Z ) 2

i=1

-1
N ’ . . o? 2 "
L’espérance de Z,, est toujours p et la variance vaut — + o E T
To

n n
1 o
et g - < n entraine que Vn € N, E r; > n et ainsi nEr—iI-loo V(Z,) = E #0

i=1 i=1

Donc ’ Z,, ne converge pas en probabilité vers la variable certaine égale a ‘

Interprétation : Lorsqu’une perturbation est commune & toutes les données on ne parvient pas a trouver un
estimateur linéaire sans biais de y qui converge en probabilité vers pu.

Partie IV
1. (a) Xap=p+eap et eap ~N(0,0%t4p) donc (question I 1. (a)) ’XAB NN(M,UQtAB)‘

XAa=p+eap+ea et eap et €4 sont indépendantes donc ’XA ~N(p,0*(tap +tA))‘

de méme on montre : ’XB ~N(u,0*(tap + tB))‘

9



€AB
(b) Y = Xa\ _ (nteaptea) _ (p L(r 1o o
XB n+eap+ep " 1 0 1 p

1 1 0
1 0 1

(c) Cette question ne pose pas de probléme en supposant eap,ea,ep sont mutuellement indépendantes, mais
ici on fait juste Uhypothése d’une indépendance 2 a 2.

donc en posant My = ( > on a bien ’ Y = pls + MoFE

Je réponds avec U’hypothése supplémentaire : "c op,€a,ep sont mutuellement indépendantes” et je n'utilise
pas le corollaire 1 de la partie I
Yy — (N +éeaptea
w+eaptep
donc (comme a1 + as + a1 +az #0)  Q2(a) est une gaussienne
d’espérance E(Qz(a)) = p et de variance V(Qz(a)) = o2(adta + asta + (a1 + a2)*tap)

> donc Qz(a):aTY:u+a16A—|—a2&:B—|—(a1 + as)eaB

or aTMgDABMga _ (a1 a2) (tAB +ta tap ) (al

2 2 2
=ajta +as5ta + (a1 + a2)t
tap tap +1tB 02) 4 2ta + (a1 2)"tan

’ Q2(a) est une gaussienne d’espérance y et de variance a’ MyDapMZa ‘

(d)

1
MyDapMy = 0 t4 O 1
0

0 0 tp

_ O =

taB tap +tB

tap taB i ta
tap taB 0 tp

(

( %
_ (tAB+tA tap >

( 0

on a bien :

th 0
MQDABMQTtA3121§+(6‘ tB)

2. (Non corrigé)
3. (Non corrigé)
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