BCPST 24 2024/2025
’ Correction du sujet G2E 2025.

PROBLEME I

Partie A.
1. (a) La linéarité de E(.) donne E(S) =E(X)+ E(Y)+ E(Z) + E(T) donc

’L’espérance de Sestégaleaz+y+ 2+ t‘

Les variables sont mutuellement indépendantes donc V(S) =V (X) + V(Y) + V(Z) + V(T) donc

[La variance de S est égale a x(1 —2) + y(1 —y) + 2(1 — z) + t(1 — 1]

(b) P est le produit de variables qui prennent pour valeurs 0 ou 1, donc P aussi et P suit une loi de Bernoulli.
deplus(P=1)=(X=1)NY =1)N(Z=1)N(T =1) et les variables sont mutuellement indépendantes
donc P(P = 1) = ayzt

’ P suit la loi de Bernoulli de parametre xyzt

2. (a) M est la valeur maximale prise par des variables qui prennent pour valeurs 0 ou 1, donc M aussi et M suit
une loi de Bernoulli.
deplus (M =0)=(X=0)NnY =0)N(Z=0)N(T =0) et les variables sont mutuellement indépendantes
donc P(M=0)=(1—-2)1—-y)(1—2)(1—1)

| M suit la loi de Bernoulli de parametre 1 — (1 —z)(1 —y)(1 —2)(1 —1) |

m est la valeur minimale prise par des variables qui prennent pour valeurs 0 ou 1, donc m aussi et m suit
une loi de Bernoulli.

deplus (N=1)=(X=1)N(Y =1)N(Z=1)N(T = 1) et les variables sont mutuellement indépendantes
donc P(N =1) = ayzt

’ N suit la loi de Bernoulli de parametre xyzt ‘

(b) Onsait P((M =0)N(N = 1)) = 0donc si M et N sont indépendantes alors P(M =0) =0ouP(N=1)=0
donc nécessairement M est certaine égale a 1 ou N est certaine égale a 0.
Réciproquement, si une de ces deux variables aléatoires est certaine alors elles sont indépendantes.
de plus M est certaine égale a 1 si, et seulement si, t =louy=1louz=1out=1
et N est certaine égale a 0 si, et seulement si, t =0ouy=0ouz=0o0out=0
En conclusion :

’ M et N sont indépendantes si, et seulement si, (z,y,z,t) €10, 1[* ‘

Partie B.

3. On note X; (resp. Y;, Z; et T;) la variable aléatoire de Bernoulli qui prend la valeur 1 si, et seulement si,
lexpérience menée par Xaviere (resp. Yasmine, Zélie et Tina) sur ’échantillon 4.

(a) 4, =(X;=1)NnY; =1)N(Z;=1)N(T; = 1) et ces 4 variables sont mutuellement indépendantes donc

P(A;) = zyzt

(b) ’1 A, + -+ 14, est le nombre d’échantillons pour lesquels les quatre expériences ont été non concluantes ‘

14, suit la loi de Bernoulli de parameétre xyzt et les variables (14, ), <i<n Sont mutuellement indépendantes.

donc ’ 14, +---+ 14, suit la loi binomiale de parametres (n, :ryzt) ‘

(¢) Ennotant U =14, +---+ 14, on cherche ici P(U = 1) et comme U ~ B(n,xyzt) il vient :

’La probabilité demandée est égale & : nayzt(l — zyzt)" " ‘

4. Autrement dit : B; : "au ‘éme échantillon les 4 expériences sont non toutes concluantes”

(a) ’1 B, + -+ 1p, est le nombre d’échantillons pour lesquels les quatre expériences sont non toutes concluantes

Remarque : B; : "au teme échantillon les 4 expériences sont toutes concluantes”
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(b) Onnote V. =1p, +---+ 1p, et on remarque que : P(B;) = (1 —z)(1 —y)(1 — 2)(1 — ¢)
V suit la loi binomiale de parameétres <n7 1-(1-2)(1—-y)(1-2)(1- t)) et on veut P (V <

donc

)

|3

5]
La probabilité recherchée est : (Z) (1 —1-2)1—-yA-2)(1- t))k ((1 —z)(1—y)(1—-2)(1 - t))nik
k=0

w3

Partie C.

5. (a) (Y = Z) est réalisée donc A est symétrique réelle ce qui entraine que [A est diagonalisable|
(théoréme spectral)
b)) Y=2)=(Y=0n(Z=0)U((Y =1)Nn(Z =1)) réunion de deux événements disjoints
done P(Y = Z) = P((Y =0) N (Z =0)) + P((Y =1) N (Z = 1))
et comme Y et Z sont indépendantes il vient :

[(PY=2)=(0-y)(1—=2)+yz |

6. (a) (Y # Z) est réalisée donc (Y, Z) = (0,1)) et alors A est triangulaire inférieure
u (Y,Z) =(1,0)) et alors A est triangulaire supérieure.

et le spectre d’une matrice triangulaire se lit sur la diagonale donc

| A est triangulaire et son spectre est {X, T} |

(b) les variables sont mutuellement indépendantes donc les événements (X # T') et (Y # Z) sont indépendants
et alors :

P(X £T|Y # Z) P(X £T)
= P((X,T)=(0,1)) + P(X,T) = (1,0))

= (1-2)t+z(1-1)

| PXATIY #2Z)=(1—-a)t+z(1—1) |

7. On note E : 7 A est diagonalisable” et on applique la formule des probabilités totales :
P(E)y = PY=Z)xPE|Y=2)+P(Y #£Z)x P(E|Y #2)
= (=9 =2)+yz) x1+ (1 -2+ (1 -yz)x PXATY # 2)
= A=y -2)+yz+ -2+ 10 -y)2) x (1 -z)t+z(1-1)

La probabilité que A soit diagonalisable vaut : (1 —y)(1—2)4+yz+ (y(1 —2)+ (1 —y)z) x (1 —z)t + z(1 —¢))
ou encore :

[A—y)(A—2)+yz+ @y +2z—2yz)(@+t—2at)]

Un autre raisonnement :
"4 di lisable” est I'évé ¢ ¢ d tri (0 1 11 0 0 th
non diagonalisable” est I'événement formé des matrices : | o o ) (1) ; o) et |y 1)
donc la probabilité que A soit diagonalisable vaut :
1-(1-2)y(l—2)1-t)—ay(l—2)t— (1 —2)(1 —y)z(1 —t) —z(1 — y)zt

Partie D.
8. (a) A n’est pas inversible (rg(A) = 1) donc | u n’est pas bijectif |

(b) B n’est pas inversible (rg(B) = 2) donc | v’ est bijectif

(c) On remarque que A ( 11> ( ) et A (1) =2 (1) de plus (_11) et (1) sont orthogonaux
1

1
donc en posant | e; = \/5(1 ,—1) et eg = ﬁ(l, 1) | , B = (e, es) est une base orthonormale de R?
et la matrice de u dans la base Z est la matrice diagonale D = (8 g)
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@ omemne -5 (G5 (1)) == (35 (1)« (5 0)) = (5 0))

donc u'(e1) = —e; et u'(e3) = eq et ainsi :

NG
La matrice de v’ dans la base % est (_01 (1)>

9. (a) u(v(er)) =v(ule1)) =v(aer)) = av(er) donc v(ey) € Eq(u) = Vect(er)
11 existe donc A € R tel que v(e;) = Aey
On montre de méme qu'il existe p € R tel que v(ez) = pes

’ ey et eg sont deux vecteurs propres de v ‘

(b) e v® + v =w donc v*(e;) +v(e1) = u(er) et ainsi A>e; + Ae; = 05 ou encore (A* + N)ey = 0,

et comme e; # 0z on a : AN 4+A=0
AERet X’ +A=0 < AA*+1) =0 donc
e de méme v3(ey) 4 v(ez) = u(eq) entraine p® + p = 2 qui équivaut a (g — 1)(u* +p+2)) =0

La seule solution réelle de cette équation est | =1

(c) v est donc 'endomorphisme de R? dont la matrice dans 2 est (8 (1)>

onadonc vov=uv etIm(v): = ker(v) (En effet : ker (v) = Vect(e1) et Im(v) = Vect(ez))
donc ’ v est une projection orthogonale ‘

1 1
On remarque que Matz(v) = EMat@(v) donc v=gu
1 1
(d) En posant v = g, Vi 4= §u3 + U

or A = 4A donc u® = 4u et ainsi v> + v = u , v est bien solution de (E)
En conclusion :

1
U est I'unique solution de (E)

PROBLEME II

Partie A.
k
1. Remarque : eg(z) = )
foncti lle dérivable sur I lle R et ¢ (2) = — FE+1D)
(a) ex est une fonction usuelle dérivable sur l'intervalle R’} et e (z) = i

(b) e (Partie non nécessaire mais sirement attendue)
ey est continue et strictement décroissante sur l'intervalle |0; 4+o0o[ donc (théoréme de la bijection)

e (05 +oof) =]lim ex; lim ex [ (=]0; +o0f)

et | ey est une bijection de ]0; +o0o[ dans J0; +-o00[ | .

o (Cette partie suffit pour une réponse rigoureuse)

Soit (x,y) € (R})?,

k —

y=er(z) < ohi =Y

k

S

Y

1
k1 1
— T = (> x> xn est la réciproque de x — x"

Y

1

k\ &1
La réciproque de ey, est la fonction x — ()
T
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(c) h(IJIl er = +oo donc la courbe de e, admet ’une asymptote verticale en 0 ‘

et 1+im er = 0 donc la courbe de e, admet ’une asymptote horizontale en +oo‘.
oo

2. (a) (Difficile de se mettre  la place d’un candidat qui ne connait pas la réponse)

20 —1=+5 donc 4¢? —4p+1=>5et ainsi :

’ ¢ est une solution de 22 —z —1 =10 ‘

(b) ex(1) =k et e,(1) = —k(k+1)
donc I'équation (réduite) de la tangente au point d’abscisse 1 est y = —k(k + 1)(z — 1) 4+ k ou encore :

| y=—k(k+ Dz + k> + 2k |

—1++5

deplus: e,(1)=-1 < k(k+1)=1 < k= 5 (cark>0)
. PR . . 1
Le coefficient de cette tangente est égal a —1 si, et seulement si, k=¢ —1 (ou = —)
4
Dans ce cas, k> + 2k = ... = ¢ la tangente au point d’abscisse 1 est : y = —x 4 ¢ donc
’ Cette tangente passe par le point de coordonnées (¢, 0) ‘
(c) On résume les résultats précédents sur la figure suivante :
u |
¢ |
‘ 6‘?- 3
¢
4ot
0 l-': CP . >
3. Soit z,y, ',y des éléments de I,
e ! k+1 /k+1
k() _ en(@’) ¥y
en(y)  en(y) — okl gkl
k+1 ANan
= (5)7"=(%)
T i
!/
= Y= y—/ car x — " est bijective de R dans R,
x x

’ ey vérifie la propriété des rapports constants ‘

Partie B.

4. (a) [La fonction n’est pas continue en 0] En effet : lim ex(z) # lm ex(z)
z—0~ z—0+

En revanche elle est continue en tout point de R*.

(b) e La fonction fj est continue sur R sauf en 0 et positive ou nulle sur R.

+oo
e De plus fi est nulle sur | — oo; 1[ donc il suffit d’étudier / fe(t)de
1



Pour A > 0,

A A
/1 lndi = /1 i 4
174
B [ ka
1
— 1
A—+oco

donc / fx(t) dt converge et vaut 1.

En conclusion :

’ f1 est une densité de probabilité ‘

5. (a) Pour tout z € R, Fy(z) = / fr(t) dt donc (avec les calculs précédents)

1
Vo <1, Fg(r) =0et Vo > 1, Fy(z)=1- —
x

1

ok

T

Soit z,y,2’,y" des éléments de [1; +oo],

(b) pour tout z > 1 Si(x) =

S (1! k 1k
k() _ Sk(a) vy
Se(y) Sk AN
k Nk
— (3) — (y/)
x x
/
—_ Y- yf/ car & — a* est bijective de R, dans R,
x T

’ Sy, vérifie la propriété des rapports constants ‘

o0
(¢) X admet une espérance si, seulement si, / tfr(t) dt est absolument convergente
o o0
ce qui équivaut ici a / * dt est convergente.
1
SiO<k<1l F:itr — t imitive d t»—)k [1;4o00[ et lim F(t) = +
° : B —— - . —
i , 1 k=1 ost une primitive de ok sur [1;+oof et lim 00
<k
donc / * dt est divergente.
1

1
eSik=1, F:tr—In(t) est une primitive de ¢t+— 7 sw [1; 400 et EmF(t) =400
o0

1
donc / n dt est divergente.
1

Sil<k, F:t —_—
e Sil<k, '—>k—1x"3*1

k
est une primitive de t — —- sur [1;+o0[ et lim F'(t) =0
t +00

<k
donc / * dt est convergente.
1

’ X admet une espérance si, et seulement si, k > 1 ‘

-k 1
k—1gk1

Et pour k£ > 1, E(X):EmF(t)—F(l) avec F' 1t — donc




6. (a) X a valeurs dans [1;+oo[ donc Y = X — 1 & valeurs dans [0; +00[ et pour z > 0

Fy(z) = P(X-1<ux)
P(X<z+1)
- 1
N r+1
R — R
La fonction de répartition de X — 1 est { £ +— 0 stz <1
T — sinon
- _

1
(b) X & valeurs dans |1;4+o00[ donc Z = X

Pty = p(h <)

- p(x-127)
T

1
- LJ«X<x+>

& valeurs dans ]0; +o00[ et pour > 0

xT
T

z+1

donc Y et Z ont la méme fonction de répartition et ainsi :

T
X —1et
“x

suivent la méme loi

7. (a) Remarque : P(X € [a,b])) est la proportion de la population dont la richesse est entre a et b.
Doit-on parler d’expérience aléatoire ?

1

k

1
= — ouencore |q= 5%
q 5

1
On cherche ¢ tel que : P(X > q) = s ce qui équivaut a :

(b) ¢ > 1 donc

“+o0 “+o0
/ xfr(x)de = / ki]f
q q z

k1
kE—1gqgk-1

o d Bt
= — k
/q z fx(z)da ]

+oo
/ 2 fr(z)dz est la part de la richesse détenue par les 20% les plus riches
q

(c) Pour k € [1;40o0],

oo 4 ko 1=k 4k
r)de =-E(X) <<= ——5k =—-——
L zfi(@)de = FE(X) k-1 5k—1
= 5t=4
In(5)
I{/’ =
— In(4)
) . . +oe 4 , _ In(5)
L’équation d’inconnue k > 1, xfr(z)dz = gE(X) admet pour unique solution kg = In(d)
n
q

(d)

Lorsque k = kg, les 20% des plus riches possedent 80% de la richesse totale ‘




