BCPST 24

2025-2026

Fiche de révision — Récurrences et Sommes

1. Raisonnement par récurrence
Soit (Py,)nen une suite de propositions.
1.1. Principe de récurrence simple
Si:

1. Initialisation : P, est vraie pour un certain ng € N,

2. Hérédité : Vn > ng, P, = P11,
alors

Vn > ng, P, est vraie.

1.2. Principe de récurrence d’ordre 2
Si:

1. Initialisation : P, et P,,4+1 sont vraies,
2. Hérédité : Vn > ng, P, et P41 = P42,

alors
Vn > ng, P, est vraie.

1.3. Récurrence forte

Sic:

1. P,, est vraie,

2. Vn > ng, (Vk € [ng,n], Py) = Pyy1,
alors

Vn > ng, P, est vraie.

2. Manipulation de sommes

2.1. Définition
Pour f:Z — R et a < b, a et b des entiers.

=fla)+ fla+1)+ -+ f(b).

2.2. Convention
b

Si a > b, alors Zuk =0.
k=a
2.3. Linéaire
b

b b
Z(auk—I—/ka) = aZuk—I—/Bka.

k=a k=a k=a

2.4. Décalage d’indices
b+r

Z“k— Z Uj—r-

j=a+r

2.5. Lecture inverse

n n
§ Ug = § Un—Fk
k=0 k=0

2.6. Découpage (relation de Chasles)
Sia<c<b, alors

Zuk—Zuk+ Z U -
k=c+1

2.7. Sommes usuelles

Zk_"iﬂ En:/&
st ( n+1))

2.8. Sommes télescopiques
Si up = vg41 — vg, alors

b
E U = Vp41 — VUq-
k=a

2.9. Indices pairs, indices impairs
n 13] [z
D ui=) uat Y Uz
k=0 k=0

=0

n(n+1)(2n+1)

3. Sommes doubles
3.1. Définition

n m n m
> Y ai=y D a
i=1 j=1 i=1 \j=1

3.2. Interversion d’ordre
m

m n
>3 =3,
j=1z

1=15=1 =1

3.3. Cas particulier a; ; = a;0;
n m n m
> D aiBi=> i > B
i=1j=1 i=1 i=1
3.4. Inversion d’ordre des sommes triangulaires

i=1 j=i j=1i=1

3.5. Inversion des sommes triangulaires strictes

n n n j—1
> oD a =) ay
i=1 j=i+1 j=11i=1



