BCPST 24

| Feuille-Activité 1 : Suites et sommes.

Révision sur les suites numériques.

Manipulation des sommes finies. Des sommes doubles finies. Changement d’indice. Sommes télescopiques.

Suites usuelles : arithmétique, géométrique, arithmético-géométrique et récurrente linéaire d’ordre 2.7

2025-2026

Limites de suites. Suites équivalentes. Croissances comparées. Limite et relation d’ordre. Théoréme des gen-
darmes.

Théoréme de convergence monotone. Suites adjacentes. Exemples de suite définie par un1 = f(uy).

Raisonnement par récurrence

Ex1:

Ex 2:

Ex 3 :

Ex 4 :

Ex 5 :

Ex 6 :

Ex 7:

Ex 8 :

Calculer :
n 2 n n .
51:; 3 SQZZ(QkJrl) 53:241
=0 k=1 i=3
On counsidére une suite (u,,) vérifiant :  up=2 et VneN, du,i1+ u, =2

1) Exprimer u,, en fonction de n.

2) Exprimer en fonction de n (sans somme) la somme suivante : S, = g Uk,

3) Déterminer la limite des suites (uy,) et (Sy).

Déterminer une expression de u, en fonction de n dans les cas suivants :

1) u=1, uy =0, et YneN, wuyis=06up1 —9u,
Q) ug=1, ur=1, et YneN, 2u,io+upy1 —u, =

N u=1, uy=1, et VneEN, upta=tny1 — Uy

n——4oo

1 n
1) Démontrer que lim (1 + —) =e.
n

0

2) Montrer que la suite (n!) est négligeable devant la suite (n").

n

Pour cela on pourra poser u, = —- et montrer que (un) diverge vers +oo.
n!
Déterminer la limite des suites (u,,) définies par les expressions suivantes :
1 n3" — 4" V3T 1
oun:(i) Ou,=——— @)unziJr
n24+n+1 4™+ n 5 _9n

Soit (ay) la suite définie par :

(-1

a”:I;ikz

Montrer que les suites (az,) et (az,41) sont adjacentes.
Que peut-on en déduire pour la suite (a,)?

1
Soit (tn)nen la suite définie par ug = 3
a) Déterminer le signe de f(x) — a.

b) Montrer que Vn € N,  u, € [0,1]

¢) En déduire la monotonie de la suite (uy,).

Montrer les équivalences suivantes :

n? 3
0 In (712 — 3) oo n2

Uy + Uy
= et fixr—
3n? 4+ 1 1 nin—1)

3"+ 2 nﬂAjroo 3

3n—2




Ex 9 : Calculer les sommes :
51;1n<1+g) Sngln<1ﬁ> nggkxk!

Ex 10 : (Formule de Bernoulli)
Montrer que pour tout entier naturel n et tout (a,b) € C? :

an-{-l _ bn—i—l — (a _ b) Zan—kbk

k=0
Ex 11 : Simplifier les sommes suivantes :
n o n n—1 n
T 5 ST i S S !
i=1 j=1 1<i<j<n i=1 j=i+1

n [
Ex 12 : Pour n un entier naturel non nul, simplifier : S,, = Z 12°. On pourra utiliser i2" = Z 2.

i=1 j=1

Ex 13 : (M.M.I 2024)
Une suite (v,) modélise le nombre d’individus dans la population a la génération n.

On dit qu’il y a extinction si lim v, = 0.
n—-+oo

On propose le modéle suivant : chaque individu a un nombre de descendants ¢ > 0, de telle sorte que

Vn € N,v,41 = quy,.

Reésoudre le modéle et donner une condition d’extinction.

Ex 14 : (M.C.R 2025)
On définit pour (a,b) € N?
alb!

Iip=———.
P (a+b+ 1)

1
1) Déterminer la limite de la suite de terme général ntlnl
n,n

2) Soit u une suite réelle et £ un réel.

Donner la définition, avec quantificateurs, de lim w,, = £.
n—-+oo

3) En déduire 'existence d’un rang ng tel que pour tout n > ng on ait :
In+1,n+1
In,n

n
2 OITIU,TIU

2n

1
< =
-2
4) En déduire que pour tout n > ng on a: I, , <

2
5) Déterminer un équivalent de In (2—11) lorsque n tend vers +oo.
n

2
6) En déduire la limite de exp <(2n +1)In (2 i
n

1)) lorsque n tend vers +oc.
7) On admet 'équivalent suivant (dit de Stirling) :

n

n! ~n"e "V2mn

En déduire un équivalent de 4" I, ,.
Ex 15 : (M.C.R 2024)

1) Démontrer que, pour tout entier ¢ > 1, on a :

/i“ dt<1</i dt
i t it

2) Justifier I'équivalent : In(n + 1) - In(n).

1
3) En déduire un équivalent de Z % lorsque n tend vers —+oo.
k=1



