BCPST 24 2025-2026

’Correction de la Feuille-Activité 1 : Suites et sommes.

n k 1— 1\n+l
Ex1: 51222 <1) :2x¢ donc 5'123—i

+n donc Sy =n(n+2)

5’3:4<ii - 1—2) ou 5’3:(71—2)12+4n donc [ S3=2(n—2)(n+3) |

1 1

Ex2: Ona:VneN, uy4 = —Un + 3 (suite arithmetico-géométrigue)
_ P 11 5 1
1) Le point fixe est : £ = — eneffet : {=—-L0+- <— —L=—.
) 4 2 4 2

Pour tout n € N Al = : {+ ! t _ ! + ! d :

our tout n €N, ona: £=—- 5 € Un+1=—7 U+ 5 donc:

1
Vn € N, un_,_lfé:—i(unfﬁ)

la suite (u, — £) est donc géométrique de raison ~1 ce qui permet d’écrire que

1 n
vneN, wu,—Lf=(uyg— 1Y) (4)

En conclusion :

2) Pour n € N,

25 4 5 5
8 [ 1 o 42
VneN, S,=—[-- =42
25 \ 4 5 25




Ex 3 :

3)

1 )" 2
——€]—-1;1] donc lim [—-| =0 etainsi: lim u, =-
4 4 5

n—+4oo n—+o00
. 2n 42 ;
et comme de plus : lim —+—=+0c0 ona: lim S, =+
n—+oo 5 25 n—+o00

On reconnait une suite récurrente linéaire d’ordre 2 a coefficients constants d’équation caractéristique :
2 —6x+9=0 (<= (z—-3)%=0)

Cette équation a une unique racine réelle donc il existe o et 3 tels que : Vn € N,  w,, = (a+ fn)3". de
plus «a et [ vérifient le systéme :

{(§+5;BY;?5 ¢:>{¢i:jl

’VnGN, un:(lfn)3”‘

En conclusion :

On reconnait une suite récurrente linéaire d’ordre 2 & coefficients constants d’équation caractéristique :
20 +2-1=0 (<= (z+1)(2z-1)=0)

Cette équation a deux racines réelles distinctes donc il existe a et 3 tels que :
1 n
VneN, u,=a-1)"+8 (2>
de plus « et B vérifient le systéme :
a+p=1(=u) a=—=

1
—a+§ﬁ= 1(=up)

En conclusion :

1 4 (1\"
YneN, u,=—(-1)"+=-|=

On reconnait une suite récurrente linéaire d’ordre 2 & coefficients constants d’équation caractéristique :
?—x+1=0 (= (m—e%>(ﬂc—e%ﬁ):0)

Cette équation a deux racines complexes distinctes conjuguées donc il existe a et 5 tels que :

vneN, wu,=cacos (E) + B sin (E>
3 3
de plus « et B vérifient le systéme :
a=1(=up) a=1
1 V3 — V3
— _— = 1 = = —
et h=ll=uw) 3

En conclusion :

1\" 1
Ex 4: 1) Pour n € N¥, (1 + ) = exp (nln (1 + ))
n n

n—-+oo n n n—-+oo

1 1 1 1
or lim — =0 donc In (1 + ) ~ —  Oou encore lim nln (1 + > =1.
n n

n
et sachant que lim e® = e, on peut alors en conclure que : lim (1 + > =e
x—1 n——+oo




2) (non corrigé)

Ex 5: @ On peut encadrer, mais on peut aussi utiliser la valeur absolue.

| .
Up, = O E—
2in+1

n

1 1
n 1t Iy
0

n

—

n—-+oo

((Jun — 0]) converge vers 0), donc ’(un) converge vers 0‘.

® On factorise "en haut et en bas" par le terme prépondérant.

n3" — 4"
T Tye?
()’
= X )
3 n
_ 1-n(@)
2
-4
— 1
n—-+o0o
3\" n?
En effet (croissances comparées) : lim n () =0 et lim — =0
n—+oo 4 n——+oo 41
[(uy,) converge vers 1]
Ex 6 : e Etudions (as,), (en posant u, = agpn, Upt1 — Uy = Aopto — A2p)

Pour n dans N,

2n+2 k+1  2n k+1
_ (=1 (=1
iz —az =y ST
k=1 k=1
(_1)2n+1+1 (_1)2n+2+1

2n+1 2n +2
1 1

m+1 2n+2
= L >0
 2n+1)(2n+2)

La suite (ag,) est croissante.

e De méme pour n dans N,

(71)2n+2+1 (71)2n+3+1

A2n+3 — A2n+41

2n+2 2n+3
B Lo
 2n+2 2n+3
1
— <0
(2n+3)(2n+2)

La suite (a2,+1) est décroissante.

e De plus, pour tout n € N,  agy41 — ag, = 1 n_>—+>oo

Les trois résultats précédents permettent de conclure que

les suite (agy,) et (ag,+1) sont adjacentes

Le théoréme de suites adjacentes permet alors d’affirmer que :



les suites (agy,) et (ag,+1) sont convergentes et vers la méme limite.

On peut alors en déduire que : (Théoréme sur les suites extraites)

| (an) est convergente |

2 2
¢ +x Tt —x z(x—1
Ex 7: 1) Pourtout z € R, f(z)—z= —r= = ( )
2 2 2
donc
T —00 0 1 400
fl@)—z| - +

0

On peut en déduire que f([0,1]) C [0,1]. ([0, 1] est stable par f)

Montrons par récurrence sur n que pour tout n € N, wu, € [0,1],
e Pour n =0,

1
uo =5 donc on a bien  ug € [0, 1]
e Soit n € N tel que  w, € [0,1],

on a uy € [0,1] et [0, 1] est stable par f donc f(uy) € [0,1] et ainsi up41 € [0,1]

En conclusion :

[pour tout n €N, u, € [0,1]]

3) D’apres a) Vo € [0,1], f(z) —x <0 et d’aprés b) Vn € N, u, € [0,1],

donc Vn € N, f(u,) — u, < 0 ou encore u, 41 — t, < 0 ce qui permet de conclure :

[ (un) est décroissante]

Ex 8 : (non corrigé)

Ex 9:

- 1

-y (m(k +1)— ln(k))

k=1
= In(n+1)—1In(1) Somme télescopique

’Slzln(n—i—l) ‘




" 1
S2 = Zln <1 — k2>
k=2

E2—1
k?

In

I
NE

b
||
N

I
M=

(In (k* — 1) — In (k?))

b
[|
M)

I
M=

111(k—1)+1n(k+1)—21n(k))

E
I|
v

(
(ln(k 1) - ln(k)) + Xn: (ln(k +1) - 1n(k))

k=2

I
NE

>
U
N

fa—

n(1) —In(n) + In(n + 1) — In(2) Sommes télescopiques

1
52:1171 (n+ )
2n

S5 = Zn:kxk:!
k=1

n+1
= Z(k —1) x (k—1)! (changement d’indice)
k=2
n+1
= Z(kx (k—1!—1x (k—l)!) (on développe)
k=2
n+1
- ¥ (k! (k- 1)!)
k=2
= (n+1)I-1 (Somme télescopique)
’S3=(Tl+1)!—1 ‘
Ex 10 : Soient n € N et (a,b) € C? :
(a _ b) Z an—kbk _ Zan—i-l—k:bk _ Z an—kbk+1
n+1
— ZanJrlfkbk _ Z an7k+1bk
k=0 k=1
an+1 + Z an+1—kbk _ Z a71,—k:+1bk _ bn+1
k=1 k=1

Vn € N,¥(a,b) € C*, "™ — b = (a—b) Y _a" kD
k=0

n

Ex 11 : (non corrigé)



Ex 12 :

S0 = (n — 1)2"+1 4 2]

Ex 13 : 1) Lijinsr  (n+Dn+1)!  2n+1)! (n+1)(n+1) n* 1
) Iy (2n + 3)! nln! (2n+3)(2n + 2) no+oo 4n2  4°
. In+1 n+1 1
| —_— =
ntoo  Inn 4
2) Dire que lim wu,, = ¢ signifie que :
n—-+oo
]V€>O, dng € N: Vn €N, n>n0é|un—€|<5‘
I 1 1 ITL n . .
3) lim tlntl — 2 donce en utilisant la définition avec & = = et u, = —E2" L ] vient
n—+too I, 4 4 Iy
J 1
il existe ng tel que : Vn > ny, % < 3
4) On peut raisonner ici par récurrence sur n = ng ou en faisant un produit comme ci-dessus :
1 1
Ona: VkZ>ng, Mgﬂ
Ik,k 2
. . . . - ~ - In n 1
donc en faisant le produit pour k entre ng et n — 1 il vient (produit télescopique) : 1_7 S S
no,n0
2m0
Pour tout n = ng, Ipn < QTIno,no
2 1 -1 -1
5) In n =ln(1l- ~ puisque lim =
2n+1 2n+1) n=+4o0 2n 41 n—+oo 2n + 1
2n -1
In ~
2n+1) n—+oo 2n
1 . . 2n -
6) On déduit de la question précédente que : 11111 (2n+1)In i) = —1 et par composition avec exp
n—-+oo n
on obtient
2n
li 2n+1)1 =e!
o (e ()




nln!
4" T qn
mr (2n +1)!
ntnt el 2mn

(2n + 1)t enen | /om(2n +1)

1 2n 2mn?2
~ o +1)1 e
QnGXP((“+ )n<2n—|—1)) “Vaont1

n

Ex 14 : 1) Pouri > 2

1 i+1 1 1 i 1
t— n est continue et décroissante sur [i — 1;¢ + 1] donc / —dt< =< / n dt
i ¢ i—1

En effet :
d’une part : Vi€ [i — 1,4,

In(n +1 1 1
2) Pour n > 2, &zqu ln<1+>

In(n+1) ~ In(n)

n—-+oo

"1
3) On note A Z—
k=

En sommant la relation de la question 3 (a) pour 7 allant de 2 & un entier n > 2, et en utilisant la relation
de Chasles on obtient :

N

On en déduit :

Ce qui nous donne ’encadrement :

In(n +1) a In(2) — 1 < A, <14 1
In(n) In(n) In(n) In(n)
donc (théoreme des gendarmes et le résultat de la question 2)) lim —— =1, ou encore :

n—+oo In(n)

|
;E —>+o<> )




