BCPST 24

’Correction du devoir surveillé du samedi 6 septembre 2025‘

EXERCICE 1

1) def u(n):
a, b =-2, -2
for k in range(n):
a, b =b, 4xb - 4xa # A la fin de la boucle a = u(k+1l) et b = u(k+2)
return a
Remarque : la fonction précédente donne le bon résultat pour n =0 et n = 1.

2) On reconnait une suite récurrente linéaire d’ordre 2 & coefficients constants d’équation caractéristique :
2 —dr+4=0 (<= (z-2)2=0)

Cette équation a une unique racine réelle : 2 donc il existe « et 5 tels que : Vn € N, u, = (a+ fn)2".
de plus a et f vérifient le systéme :

(arm 2 = {0

En conclusion :

[VneN, u,=(n—2)2"]

3) a) def C(n):
S=0
for k in range(n+1):

S += math.comb(n, k)*u(k)
return S
b) def C2(n):

a, b =-2, -2
c= n
S =a+ cxb
for k in range(1l,n):

c = (n-k)*c//(k+1) # c contient (k+1) parmi n
a, b =b, 4xb-4x*a # b contient u(k+1)
S += c*xb

return S

n

c) Z (Z) 28 = (14+2)"  (formule du binome)

k=0
n n .
S

k=0

Zk<z>2k = Z/{:(Z)Qk (pour k=0, k(})2*=0)
k=0 k=1
= n—1\_;
= Zn b1 2 (formule du chef )
k=1
= 2n§n: AP
k—1
k=1
2 n—1
= 2n < i >2k (decalage d’indice)
k=0

et avec la formule du bindme on obtient :

Zk<n>2’f —92p3"!
k=0

Bl




n n B n n . ) ‘
Z (k) up = Z (k}) (k—2)2 (avec le résultat de la question 2))

k=0 k=0
B n n i n n i
= ()22 (3)2
k=0 k=0
= op3"t—23" (avec les résultat de la question 3)c)
3 (Z) wp =2 (n—3) 3!
k=0

e) Cy est le produit de deux suites tendant vers +oco donc [(C,,) diverge vers +oo

f) On utilise la formule de C), trouvé en 3)d)

n=1

while 2%(n-3)*3**(n-1) <= 100000:
n+=1

print(n)

4) a) C’est une simple somme télescopique :

|
N

(4uk+1 — 4uk) = 4un,1 — 4UO
0

=
Il

et avec le résultat de la question 2) :

n—2
> (Auggr —dug) = (n—3)2" 48
k=0

b) Comme pour tout entier n, Upi2 =4upt1 —4u, ona:

i
[\~

(4uk+1 —4’U,k-) = Sn —Up — U1
0

~
Il

[ Sp=(n—3)2" " +4]

EXERCICE 2

1) def pyramide(n):

L=1[1[1]1]
for k in range(2, n+1):
A = [L[-1][-1] + 2] # la liste A va contenir la k iéme ligne de la pyramide
for j in range(k-1):
A.append(A[-1] + 2) # on ajoute k-1 nombres impairs
L.append(A)
return L

n

2) A la k iéme ligne il y a k nombres donc sur les n premiéres lignes il y a Z k nombres.
k=1

n(n+1)

N, =
" 2

3) Notons (un)n>1 la suite des termes impairs, u1 =letVn €N, wu, =1+2x (n—1)

”(”“)_1)

D,, est égale a uy, , (c’est le N,-iéme nombre impair) donc D,, =1+ 2 x ( 5

D,=n>+n—1|




4) pour n > 2, G,, est le nombre impair juste aprés D,,_; donc G,, = Dy,_1 + 2
ouencore G, =(n—12?+(n—-1)—1+2=n>-n+1 (expression aussi vraie pour n = 1)

’Gn:annJrl‘

5) S, est la somme des premiers termes d’une suite arithmétique donc :

1+ D,

S, = N, x
2

En utilisant les résultats précédents il vient :

n?(n+1)2

Sy = 1

6) ¢, est la somme de n termes consécutifs d’une suite arithmétique donc :

G, + D,
b =n—5—
il vient en utilisant les expressions précédentes :
l, =n?

7) Avec le méme raisonnement on montre que pour chaque k € [1,n], ¢ = k*

n n
et comme S, = Zﬁk ona S, = Zk?’
k=1 k=1

or on a vu a la question 4) que S, = M, donc on a bien :
i 13 nz(n4+ 1)?
k=1
EXERCICE 3
1) Montrons par récurrence sur n que pour tout entier naturel n > 2, wu, > 1.
o

e Pour n =2,
ona uy=>0 et ul:‘/UOJro% donc u; > 1,
or u2:1/u1+ﬁ donc  wug >1

ce qui donne
P(2) (est vraie)

e Soit n un entier supérieur ou égal a 2 tel que P(n) est vraie,
1
ona U, >1 et upr1 = J/u, + 1 donc wuny1 >1  (P(n+1) est vraie),
n
En conclusion :

’ pour tout entier naturel n > 2, wu, >1 ‘

2) On suppose que (U, )nen converge vers un réel £,
on a alors (u,1) converge vers un réel £ et (\/u,) converge vers un réel v/,

1
p— 17 1 ==
et comme [Vn EN, Upt1 = un + n+1} et lim (n+ 1) =0

n—-+oo

on obtient :

Vi=1¢

on en déduit : £ =¢> etainsi f=0oulf=1
de plus on sait que [ Vn > 2, u, > 1] donc on ne peut pas avoir £ =0

en conclusion :

| Si (uy) converge vers un réel ¢, alors £ =1 |




3) On suppose dans cette question que (uy,)nen est croissante.

a)

La seule limite finie possible de (u,) est 1,
or (uy) est croissante et ¥n > 2, u, >1 donc (u,) ne peut pas converger vers 1.
la suite (u,) est donc divergente, et comme (u,,) est croissante :

| (un) diverge vers +00 |

Soit n € N, 1
Up+1 — Unp = \/un+m — Un
Vo (Vi)
= Up, ( un) +n+1

’ Vn €N, upi1 — Up = Jun(l — Jun) + n%_l ‘
On a montré que (uy) diverge vers +oo donc (y/un(1 — \/uy,)) diverge vers —oo,

et comme Vn € N, wupq1 — Uy = JUun(l — Vun) + 71-15-1 et lim (

) = 0 on obtient :

n—+oo \ 1+ 1
lim (u — Up) = —00
n—>+oo( n+1 n)
lim (up41 —u,) = —o0 impose que (up+1 — Uy,) est & valeurs négatives a partir d’un certain rang,
n—-+oo

ce qui contredit que la suite (u,) soit croissante.
En conclusion :

| La suite (u,) n'est pas croissante. |

La définition de (u,) est croissante est : [Vn € N,  wu, < Upt1 |-
Mais ici la suite n’est pas croissante donc

’ il existe un entier naturel ng tel que : up 41 < Up, ‘

Soit n € N*,
iy ] 1
Unt1 —Up = Up +—— — fUp_1 — —
1 n+1 T
1 1
= \/Un—\/uni—l‘Fm—ﬁ

(\/uTﬁ\/m)(\/uTL+\/m)+ n n+1
Vg + \/un—1 n(n+1) nn+1)

* _ Up —Un—1 _ 1
Vn e N, upy1 —uy = = T g

On prend ici un ng défini & la question 4) a).
Montrons par récurrence sur n que pour tout entier naturel n > ng, upy1 < Up.
———
P(n)
O Pour n = ny,
la définition de I'entier ng donne up,41 < Up,
ce qui donne

P(no) (est vraie)
O Soit n un entier supérieur ou égal a ng tel que P(n) est vraie,
Up+1 — Un 1

Vit + Vi, (n+1)(n+2)

donc upqo — upt1 < 0, et ainsi P(n + 1) est vraie.

on a Unp41 — Up < 0 et Up+4+2 — Un1 =

En conclusion (de @ et @ ) : Vn > ng, unp1 < up

’ la suite (un)nen est décroissante a partir du rang ng ‘

La suite & valeurs réelles (uy,)nen est minorée par 1 et décroissante a partir d’un certain rang
donc (Th. de limite monotone) elle est convergente,
or on a montré a la question 2) que 1 est la seule limite finie possible de (uy,)

’ la suite (uy)nen converge vers 1. ‘

4



EXERCICE 4

1)
nin+1 nn+1)2n+1 n?(n + 1)2
Som)=n  Sim)="0FD gy nEDEetD gy mmE DT
2 6 4
2) def S(p, n):
T=20
for k in range(l, n+1):
T += k*xp
return T
3) a)
n n+1
Z(k‘-i—l)p'H = ka'H (décalage d’indice)
k=1 k=2
_ +1 +1
= D KT 4 (n 1t - 1
k=n-+1 k=1

on a bien :

S (k+ 1P =8, (n) + (n+ )P -1
k=1

b) C’est une question de cours.

p+1
(k+ 1t =3 (p; 1) !

£=0

¢) En sommant ’égalité précédente pour k compris entre 1 et un entier n on obtient :

Skt 1 = i%(’”l)kf
k=1 =

p+1l n
1
_ Z (p—g )ké (interversion d’ordre)
(=0 k=1
p+1 n
e
=0 k=1
P+ 1) ~(p+1
= Spr1(n) + Z Si(n)
<P +1 N

on a bien :

ou encore :

(1)1 = (p+ 1S, ) + S (p“)sg(n)

En isolant S,(n), on obtient bien :




4) D’aprés la question précédente avec p =4 :

Sa(n)

d

n+1

n+1

n(n+1)
)

n(n+1)
30

n(n+1)
30

or

(2n +1)(3n?

(n+1)5—1—z
1 n
= <(n+1)51n5
((n+1)4—1—5n—5
2
n
(n4—|—4n3—|—6n2+4n—52—5
(6n3

(6n3

3

()

(n+1)
2

=0
nn+1)2n+1)

6 )

n?(n+1)

lonz(n;L 1)?

—10

)

n(2n+1)

2
1
it
3

2

n(2n +1)
3

)

+24n® 4 36n + 24 — 15 — 20n — 10 — 15n° — 15n)

(2n+1)
3

5
+4n2+6n+4—§—5

+9n2+n—1)

6n° +6n2 —2n+3n%2+3n—1
6n° +9n®+n—1

+3n—1)

Vn € N¥,

~nn+1)(2n+1)(3n® +3n — 1)
30

S4(Tl)

EXERCICE 5

1) (un) = (n!) est la suite définie sur N : ug =1 et

n
Ou encore : u,, = H k
k=1

ol=1 =1

P = Px(k+1))

3) def facto(n):
P 1
for k in range(n):
P = Px(k+1)
return P

4) def dernier(n):
while n%10 == 0:
n =n//10

return n%10

5) (ici j’ai changé l’énoncé original)

c=20
P=1
for n in range(1l, 1001):
P = Pxn
if dernier(P) ==
c +=1
print(c)

21=2

Yn €N, tupr1 = (n+ 1)uy.

3l=6 41 =24 5! =120 6! =720

# ou P = Px(n-k)

# ou P = Px(n-k)

# P va décrire les n! pour n allant de 1 & 1000



