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| Correction de la feuille_Exo_1 : Séries numériques .

pour tout n € N*, 0 < <

n? 42
Ex1: 1) )

1 1
n2

et Z —5 converge (série de référence)

n>=1

donc (théoréeme de convergence)

D

n>1

1
2

converge
n° +

n+1 1+% . n+1
= 5 donc lim
24n 1+E n—+o00 2+ n

=1 le terme général de la série ne tend pas vers 0 et ainsi :

n+1
250

n>1

diverge (grossiérement)

In(n)

1
pour tout n >3, 0< —
n n

1
et Z — diverge (série de référence)
n

donc (théoréme de convergence)

n=1

In(n) .
E diverge
n

vn+1 1 .
¢ ~ et pour tout n € N™,
n® 4+ 1 no+oo n?y/n

donc (théoréme de convergence par équivalence)

les séries Z ntl
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n3 41 ¢

n>1

pour tout n € N*, 0 <

<
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e de plus
P 1

1
n*V/n
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n>1 n
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sont de méme nature.

et E —5 converge
n>1

donc (théoréme de convergence par comparaison ) E 3

En conclusion :

(série de référence)

1
il vn

D

n>1

nd3+1

vn+1

converge

1 n
et Z 3 X Prom.) converge (série géométrique dérivée d’ordre 1)

donc (théoréme de convergence)

converge
-n
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e " 1\"
pour tout n > 1, Oéé()
n

e
6) N
et Z <) converge (série géométrique de raison dans | —1,1])
e
donc (théoréme de convergence)
—n
Z converge
n>1
—-n 1
7 -T2
ns +2n n* + 2
tout N*, 0< L
our tout n € s < —
P n?42 " n?
1 . s
et Z —5 converge (série de référence)

n>=1

1

5 converge et ainsi
2

donc (théoréme de convergence) E
n>=1

—-n
———— converge

n>1

8) (non corrigé)

Ex 2 : Les séries suivantes sont-elles absolument convergentes ?

(=" _1 [y ="
1) |——|=—cet Z — diverge donc Z ——— n’est pas absolument convergente.
n n n n
n>1
-nH" 1
n+ 2" n+ 2"
tout N*, 0< ! < !
our tout n € R < <
P 2 tn 2"
or
1
et Z —5 converge (série de référence)
n>1
donc (théore d t ainsi
(théoréme de convergence) Z T converge et ainsi
nz1
_ n
Z (=1) est absolument convergente
n+ 2"
n>=1
3)
2n — n? - 2—n
nt—3n|  |n3-3
2
n3 1— 773—3
1
n2
1 1 2n — n?
or Vn>1, — >0 et — converge donc Z — 5| converge.
" n>1 " el KUl

2n — n?
Z Py R est absolument convergente
nd —

4) (non corrigé)




5) (non corrigé)

1 n
pour tout n >0, 0 < |cos(n)e ™| < (>

e
6) N
et Z () converge (série géométrique de raison dans | —1,1[)
e
donc (théoréme de convergence)
Z cos(n)e™" converge
n=0
-1 1 1 -1
Ex3: 1) ‘( n2) =3 et Z 3 converge donc Z ( n2) est absolument convergente,
n>1
done |3 U ot ‘
onc 3 est convergente.
n>1
2) (non corrigé)
3) (non corrigé)
4) (non corrigé)
—1)» 1" 1"
5 In(1+2x) ~ zet lim _=D =0 donc In 17( ) ~ )
z—0 n—+00 n? n? n—+00 n?
1" 1
In 1—( ) ~ = VneN', — >0
n? n—+oo n2 n?
on a donc
1 s . 2L 2
et Z —5 converge (série de référence)
n>1
ot (th o " (=n"
d’ou (théoréme de convergence) la série Z In{1l--— est absolument convergente
n=1 n
o (=™
et ainsi (AVC = CV) Z In{1- 2 est convergente
n>=1

5 \"
pour tout n > 3, 0<<5(>

S 4nin(n) T \4
Ex4: 1) :
1 n
et Z (4) converge (série géométrique de raison dans ] —1,1])
donc (théoréme de convergence)
Z > converge
4" 1n(n) &
n=0
1 1 1
Ji4=-1 ~ —  ¥neN, —>0
n n—+oo 2n 2n
2)
L.
et Z — diverge (série de référence)
2n
n>1
N Lo L. 1 .
d’ou (théoréme de convergence) la série Z 1+ — — 1] est divergente.
n>1 n
3) (non corrigé)
1
fsin(z) ~ 12 VnGN*7%>O
n n/ n—+oomn n
4)
™
et Z —5 converge (série de référence)
n>1 n

1 T
d’ou (théoréme de convergence) la série Z — sin (f) est convergente.
n n

n>1



5) (non corrigé)

Ex 5 : Raisonnement classique, déja rencontré dans la démonstration de la nature de la série harmonique.

1
On note f la fonction définie sur [2; +oo] par f(x) =
x1n(x)
—(1+1
1) e f est dérivable sur [2;+oo[ et sur cet intervalle f/(z) = W <0

donc f est décroissante sur [2;4o00].
e Ainsi pour un entier k > 2 on a: Vz € [k;k+ 1], f(x) < f(k) et en intégrant sur [k; k + 1] il vient :

k+1 1 1
/ dx <
v xln(z) 7 T kln(k)

2) En sommant les inégalités précédentes pour k allant de 2 & un entier n il vient avec la relation de Chasles :

dzr <
/2 xIn(z) v 1;2 kln(k)
1 u

= — avi =1
71 (.%') ” avec u(x) n(a:) donc /

et ainsi :

or

3

3) On sait que Vk > 2, In(ln(n + 1)) — In(In(2)) <
k=2

FIn(h) et que ngrfoo In(In(n 4+ 1)) — In(In(2)) = 40

donc ( Th. de comparaison du cours sur les suites) lim = +00
( P ) n—-+o0o P kln(k)

Autrement dit :

1
La série ——— diverge
7%:2 nln(n)

Ex 6 : (En classe nous n’avons pas fait cet exercice la démo faite en classe est dans le cours)
1) On suppose a < 1,
1 —a >0 donc pour tout n € N*, exp((1 —a)In(n)) =1 ou encore n'~*>1
1 1
vneN, 0<-<—

o . S - N
On peut alors affirmer que : non ce qui entraine (théoréme de convergence) que :

1
Z — diverge
n

1
la série E — est divergente
n
n>1

Dans la suite de cet exercice o > 1.

2) a. f:x+— ' est deux fois dérivables sur [1; +oo[ (fonctions usuelles) et pour = > 1 :

fllz)=(01-a)z™ f'(x) = —a(l =)z~
x 1 +00 x 1 +oo
f'(x) - () +
1 0
f \ f /
0 11—«




Ex7:

3)

b. Soit k > 2,

f étant dérivable sur [k — 1; k] le théoréme des accroissements finis dit qu’il existe un ¢ € [k — 1; k] tel

que :

f(k) = f(k—-1)

fllc)= —————= ou encore flc)=f(k)— f(k—1)

k— (k—1)

comme f’ est croissante sur [k — 1; k] il vient : f'(c) < f'(k), et ainsi :

f(k) = f(k—1)< f'(k)  ouencore k'™ —(k—1)'""<

1
en multipliant par . (< 0) on obtient :
a

11—«
ka

(a la question 3)

1 1 1 1
— < — (K — (k=11 ou encore — < k-1l — gl
S (k=1)""") = S — (k=1 )
Pour n > 2 :
((k - ) - kl_“) = 1—nl@ (télescopage)
k=2
— 1 car 1—a <0
n—-+oo
donc
la série Z ((n—1)'=* —n'~) est convergente
n=2
* 1 1 1— 1— N .
VneN, 0<— < 1((n—1) > —n'T®) (a la question 2)b.)
n a—
On a montré lorsque a > 1 que: 1
((n—1)'"* —n'~*) est convergente
n>2 a-—1

ce qui entraine (théoréme de convergence) que : E — converge.
n>1

or a la question 1) on a montré que si a < 1 alors cette série diverge;
ce qui permet de conclure par 1’équivalence :

1
Pour a € R, Z — converge si, et seulement si, o > 1

n>1

Pour n € N, So,, 12 — Sop, = aapt2 — aant+1 < 0 car (a,) est décroissante donc (Sa,) est décroissante.
De méme, So, 13 — Sont1 = —G2n+3 + Gant2 = 0 car (a,) est décroissante donc (Sa,41) est croissante.
De plus Sopy1 — Son = —G2p41 — 0,

n—-4oo

en conclusion :

[les suites (S2n) et (S2n+1) sont adjacentes

Les suites (Sa;,) et (S2,41) sont adjacentes donc elles convergent vers le méme réel,
on peut alors en déduire (suites eztraites) que (S,) est convergente ou encore :

la série Z(fl)”an est convergente

n>=0
+oo
(S2n+1) croit et converge vers S = Z(fl)kak et (Sa2,) décroit et converge vers S
k=0
Vn €N, Soni1 <S5 < Son
Soit n € N|

e 'encadrement de la question 3) donne : Sp,+1 — So,, < S — S, <0 puis —ag,y1 <5 — S, <0

donc  |S — Son| < agan)41



e encadrement de la question 3) donne aussi : So,41 < S < Soppe puis 0< S — Sopp1 < Sonto — Sont1
donc  [S — Sopny1| < a2nt1)+1

La relation demandée est vraie pour les entiers pairs et pour les entiers impairs, elle ’est donc pour tous
les entiers naturels.

[Vn €N, [S — 8] < anid]




