BCPST 24 2025-2026

’ Correction de la feuille Act 5 : Fonctions polynomiales réelles. ‘

n
Ex 1: Soient n € N et (ag, ...,a,) € R", on note f la fonction définie sur R par : f(z) = Zakxk.
k=0
La fonction f est de classe C* et
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Vp € [[0’ n]]? f(p)(x) = Z

k=p

apx

n

donc
vp € [0,n], £ (0) =pla,

ici on suppose que Vz € R, f(z) =0 on a donc Vp € [0,n], V2 € R, fP)(z) =0
et ainsi f(p)(O) = 0, ce qui entraine bien Vp € [0,n], a, =0

[si Vo €R, f(z) =0 alors Vk € [0,n], ar =0 |

Ex 2 : e Pj(x) a pour discriminant A = 5 donc les racines de P; sont :

et Pl(:c):<m—;—\gg> (:c—;—i—\gg)

1
e —1 est une racine évidente, Py(z) = (x + 1)(2x — 1) et les racines de P, sont : —1 et 3
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o P3(x) = i (2:02 +z 73)

1 3
est une racine évidente, P3(x) = —(x — T+ et les racines de P53 sont : et ——
1 ine évid P. 1 1)(2 3 1 i de P. 1 3

2 2
o Py(x) =3z (:E + 3) et les racines de P, sont : 0 et -3
o P5(z) = (z° +2) (z* —5) et les racines (réelles) de P5 sont : —V5 et V5

o Ps(z) = 222 (2 + x + 1) et la seule racine (réelle) de Pg est : 0

En effet : Le trinéme z? + x + 1 a un discriminant strictement inférieur & zéro donc ne s’annule pas sur R.

Ex 3 : (non corrigé)
Ex 4 : (non corrigé)
Ex 5 : (Fait au tableau, non corrigé ici)
Dans R[X], P(X) = 3(X% +1)(X —2)(X —4) et dans C[X], P(X)=3(X —i)(X +i)(X —2)(X —4)
Ex 6 : (non corrigé)

Ex 7 : Montrons par 'absurde que f: x — e® n’est pas un polynoéme.
n

Supposons connaitre un entier n et des réels ag, ..., a, tels que f: z+—— Z apx®  avec a, # 0.
k=0
e d’une part f:z+—— e” donc f est C™ et Va € R, f("'H)(x) =e*

n
e d’autre part f:x+—— Zakmk donc Vz € R, f("+1)(x) =0
k=0
C’est impossible car x — e¢” n’est pas la fonction nullle.
En conclusion :

’La fonction exponentielle n’est pas polynomiale




n
Ex 8 : Soit P = Z apX* e R[X] un polynoéme tel que n est impaire et a,, # 0
k=0
On note : f la fonction z — P(x).
Discutons suivant le signe de a,, :

e siay, >0, ona: limf=-oco et limf =400 et f est continue sur R
—0o0 “+oo

donc (Th. des valeurs intermédiaires) f s’annule au moins une fois sur R

esia, <0, ona: limf=+o00 et Emf = —oo et f est continue sur R
— 00 o0

donc (TVI) f s’annule au moins une fois sur R

’ Dans tous les cas, il existe un réel x, tel que : P(z) =0 ‘

Ex9: ePourn=0,Ty=1donc Ty n’a pas de racine.

e On fixe n dans N*,

vVt e R, T,(cos(t)) =cos(nt) donc Vk e [0;n—1], T, (cos (27; + k;)) =0

k
Or la fonction cos est strictement décroissante sur [0; 7] donc pour k& € [0;n — 1] les réels : cos <27T + 7T)
non

sont distincts,
on a donc trouver n racines distinctes de T}, (X), mais on sait aussi que le degré de T), est égal & n donc on a
toutes les racines de T;,.

k
L’ensemble des racines de 7;, est {COS <27T + ﬂ) ‘ ke 0;n—1] }
non

Ex 10 : (non corrigé)

Ex 11 : « est une racine de P, on note R une fonction polynomiale telle que : Vo € R, P(x) = (z — a)R(z)
Raisonnons par double implication :
Supposons que P : z +— P(z) = (z — a)’Q(z) avec Q € R[z].
(on suppose que « est une racine multiple)

on a alors pour z € R,  P'(2) =2(z — 2)Q(z) + (x — a)?Q’'(z) dott  P'(a) =0 [ ]

Supposons que P'(«) = 0.
Comme P(z) = (z —a)R(z)ona: VreR, P(z)=R(z)+ (z— )R (z),
= R(a),
de plus par hypotheése P'(a) =0 donc R(a) =0et ainsi R: z+— (z —a)Q(z) ou Q € Rz],
on en déduit qu'il existe Q € R[z] tel que : P :ax v+ (z — a)?Q(z),

on en déduit que :  P'(«)

autrement dit :  « est une racine multiple de P. |

’Une racine o d’un polyndome P est une racine multiple si, et seulement si, P'(«) = 0‘

Ex 12 : (non corrigé)

Ex 13 : (Analyse) Soit P(X) un polynome vérifiant : P(X + 1) = P(X)
On en déduit que pour tout n € N, P(n) = P(n + 1), ce qui entraine que pour tout n € N, P(n) = P(0)
En posant : Q(X) = P(X) — P(0), il vient n € N, Q(n) =0
le polynéome Q(X) a donc une infinité de racines, il est donc nul, ce qui entraine P(X) = P(0)

Si P(X) veérifie P(X + 1) = P(X) alors il est constant.

(Synthése) Réciproquement, les polyndmes constants vérifient P(X + 1) = P(X)

| les polynomes P(X) vérifiant : P(X +1) = P(X) sont les polynémes constants




