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’ Feuille Exo_ 2 : Polynomes.

Factoriser le plus possible dans R[X], puis dans C[X] les polynomes suivants :
P =8X%-1 Py =4X*—2X3% -2
Soit m € N*, montrer que le polyndme :
(X +1)2" - X* —2X —1

est factorisable par X (X + 1)(2X + 1)

1) Factoriser dans C[X] le polynéme P = X* + X3 —5X? + X — 6 en remarquant que P(i)
2) Factoriser dans C[X] le polynéme P = X —3X? + X — 3 en remarquant que P(i) =0
3) On note P = X* - 7X3 +18X?% — 22X + 12.

Trouver toutes les racines de P sachant que 1 4+ ¢ en est une.

Quelles sont les racines des polynomes suivants ?
n n n n
_ _ 2 2 _ k k
Pl_kl:[O(X—k) PQ_kUO(X +k?) Pg_;(—z) (k)X

Donner le polynéme dérivé des polynémes suivants :

P(X)=(X?-2)(X?+3X +3) QX)=X-1)X+2)+(X-3)(X—-4) R(X) =

Soit P(X)=2X° —4X* 4+ 2X% - 2X?% 44X -2,
1) Montrer que 1 est une racine de P(X)

2) Montrer que 1 est une racine multiple.

3) En déduire les racines de P(X).

Soit n un entier naturel non nul.

Montrer que (X —1)? divise <ZX > —n2xn!

SOitf Rg[X] — RQ[X]
P(X) — P'(X)
1) Montrer que Papplication f est bien définie.
2) Montrer que f est surjective.
3) f est elle bijective ?

+oo
Soit (ay) une suite de réels nuls a partir d’'un rang N fixé dans N, on note f: z — Z anx”.
n=0
1) Justifier que f est définie sur R.
2) Donner f(0) et f(1).
3) Justifier que f est de classe C*°
4) Calculer pour tout n € N, £ (0).
n Xk;
Pour chaque entier naturel n, on note : P,(X) = -
k=0

1) Donner Py(X), P1(X) et Py(X).
2) Calculer P (X).

3) En déduire que, quel que soit 'entier n, P,(X) ne posséde aucune racine multiple.
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On pourra raisonner par ’absurde.



Ex 11 : (Eztrait du sujet MCR 2023)

1) Déterminer trois nombres réels A, B et C' tels que :

1 A B C
Vo € R\0,3/4,1}, x(z —1)(4z — 3) I R

1
2) En déduire 'ensemble des primitives de la fonction h : z — sur lintervalle ]0, 3/4].
x(z —1)(4x — 3)

Ex 12 : Onnote P = X* —3X3 + 6X? — 12X + 8 et on remarque P(2i) = 0.

Factoriser P et en déduire le signe de la fonction polynomiale réelle : x — P(x).

Ex 13 : On définit la suite de polynémes (P,) par :
P(X)=1, P(X)=X et VneN, P,s(X)=2XP1(X) - P (X)

1) Déterminer le monoéme dominant de P, (X) en fonction de n.
2) Soit t € R, montrer que pour tout n € N, P, (cos(t)) = cos(nt).
On pourra utiliser la formule : 2 cos(a) cos(b) = cos(a + b) + cos(a — b).

3) En déduire pour chaque n € N, déterminer les racines de P,.
Ex 14 : Déterminer tous les polynémes P vérifiant P(X + 1) = P(X).
Ex 15 : Déterminer tous les polynomes P vérifiant (X2 + 1)P” — 6P = 0.

Ex 16 : FExtrait du sujet ENS 202/. Signe des racines d’un polynome de degré 3.

On considére un polynéme d’ordre 3 & coeflicients réels, qu’on écrit
QX)) =X+ a X’ + a1 X + ag

ol ag, a1, as € R.
1) Montrer qu’il existe z € R tel que Q(z) = 0.

On suppose & partir de maintenant que ce polyndéme admet trois racines réelles, qu’on note 21, zo et z3, au
sens ou

QX) = (X —21) (X — 22) (X — 23)
On les ordonne telles que z1 > z5 > z3.
2) Montrer que @' admet deux racines réelles y1, y2 € R telles que : z1 > y; > 79 > yo > 3.
3) En déduire que : a3 > 3a;.
4) On suppose dans cette question que les racines de @Q sont strictement négatives.
Montrer que dans ce cas ag, a1 et ag sont strictement positifs.

5) On suppose maintenant que ag, a; et ag sont strictement positifs.
Montrer qu’alors les racines de @) sont strictement négatives.



