BCPST 24

’Correction du devoir surveillé du 27 septembre 2025‘

EXERCICE 1

11
1) fi1:2— (1 —z) c’est une parabole de sommet (2; 4), les racines du polynoéme sont 0 et 1.

La courbe est :

]
‘
‘

2

fo1 x> 2%(1 —2) = 2? — 2% est dérivable sur R et foq iz — 20— 32?2 = (2 — 32)

Ce qui donne le tableau de variations suivant :

T 0 2 1
3
f(x) 0 + 0 -
4
0 0
Et la courbe :
Yy
4
27
| X
g 1
3
2) Soit n € N,
Ip, = 1—2z)"dx = 1—2)"de=|——(1—-2)" =—-0+—, d
0, /Oa:( x)"dx /0( xz)"dx { n( x) }0 +n+1 onc
vneN, I L
) 0,n n+1




3)

1)

5)

6)

7)

8)

1

rzr— % etz — [ ———
(51

suivante :

1
I(L,b = / Ia(l *l’)b dx
0

()] - [ (o)

a

= 04+ —1,_
+ prile 1,b+1
donc
" a
V(a,b) e R* xR, I, = mfa—l,b—&—l
a!b!
Montrons par récurrence sur a que pour tout a € N, Vb e N, I, = m
a !
P(a)
e Pour a =0,
, 1 ) , 0!b! 1
d’une part Iop = ——  (d’apreés la question 2), d’autre part

b+ 1 O+b+1)!  b+1
La propriété Z2(0) est vraie.

e Soit a € N tel que Z(a) est vraie,

(1- x)bﬂ) sont de classe C! sur [0,1], ce qui permet I'intégration par parties

pour b € N,
1
Ivip = %Imb_,_l (d’apres la question 3))
1 Hb+1)!
= Z——::l X (Z _|(_ b—:— ;)l (en utilisant U’hypothése de récurrence)
B (a+1)!0!
= m (on a alors P(a+1))
En conclusion :
N, WeN, I, ald!
our tout a € N, Vb e N, =—
pour tout a ab (ar bt 1)
I 1)! ! (2n+ 1) 1 1 2
D’aprés la question 4., —tLntl — (nt Din+1) X (2n+1) = (n+1)(n+1) ~ 2
Inn (2n +3)! n!n! (2n +3)(2n + 2) n—+o0 402 4
lim In+l,n+1 :1
n—+oo Inﬂl 4
Dire que lim wu, = /¢ signifie que :
n—-+oo
’VE>0, dng e N: Vn eN, n>n0:>|un—6|<5‘
. In+1,n+1 o 1 .. L oL o 1 o In+1,n+1 . . X
lim ————— = - donc en utilisant la définition avec ¢ = - et u,, = ———— il vient :
n—+oo Inﬂl 4 4 In,n
. . [n+1,n+1 1
il existe ng tel que : Vn > ng, ————— < =
Inyn 2
On peut raisonner ici par récurrence sur n = ng ou en faisant un produit comme ci-dessus :
I 1
Ona: VkZ>=no, MS*,
Ik,k 2
1
donc en faisant le produit pour k entre ng et n — 1 il vient (produit télescopique) : Iﬂ S Gacng
no,Nn0
2m0
Pour tout n > ng, Ipn < %Ino,no




9) D’une part :
" 1 2mo
la série géométrique Z (2> est convergente, en effet 3 €] —1;1] donc Z ano,no est convergente,

2mo
D’autre part : Pour tout n > ng, 0<1I,, < 271”07"0

donc (théoréme de convergence par comparaison) :

’ la série de terme général I, ,, converge.

2 1 -1 -1
10) a) In n =n(l-—— ~ puisque lim =0
2n+1 2n+1) natoo 2n+1 n—+oo 2n 4 1

2n -1
In ~  —
2n+1) n—+oo 2n

2
b) On déduit de la question précédente que : lim (2n+ 1)1n ( n > = —1 et par composition avec exp

n—-+oo 27’l + 1
on obtient
2
nll}r_{loo exp ((Qn +1)In <2nj_ 1)) =e!
c)
Ay _ o, nin!
e (2n +1)!
, ntano eintl 2mn
(2n+1)2nHlemem | 2r(2n + 1)
1 2n 27n?
~ 2 1)1 €.
on P (( nt+l) n<2n+1>) “Vont1
1
~ 2—.671.6. ™
n
g, VT L
mt 2 /n
d) D’une part : la série Z ! est divergente et pour tout n > 1, 0< ! < !
: — v . = 1, S-S —F=
P n & P n = n

. 1 .
donc (théoréme de convergence par comparaison) : la série E T est divergente.
n

1 1
D’autre part : 4" I, ,, ~ ﬁ— et ﬁ— >0
’ 2 /n 2 /n

donc (théoréme de convergence par équivalence) :

’ la série de terme général 4" 1, ,, diverge. ‘

EXERCICE 2 :
11) a) (Question trés classique que vous rédigez mal, voir trés mal, car vous semblez ne pas comprendre ce que
vous écrivez. Vous devez faire toujours le lien avec le cours. )

On fixe p € N*,

1
La fonction  — — est décroissante sur le segment [p;p + 1] donc
x

1
Vte[pp+1], — < - <

p+1

S
hS N

Les fonctions sont continues sur [p; p + 1] donc (croissance de ’intégrale)

r+l 4 p+11 P+l g
/ 7dt</ *dtg/ —dt
p Pt1 p 1 p D



p+1 t D

1 pHlge 1
Vp e N, —s/ a1
4

b) On fixe un k£ € N* et on somme ’encadrement précédent pour p allant de 1 & k — 1, il vient

k—1 k=l opt1 g koly

S SE

p+1 t p
p=1 p=1 p=1

On en déduit avec la relation de Chasles et un changement d’indice.

RS RN

k k k
1 1 1 1 1
on en déduit Zf—l l(k)ng—f puis fng—ln(k)gl,onabien:
p:lp p:lp k k p:lp
|
VEEN', 0<) =—In(k)<1
pzlp

12) Soit z € [0,1],

Sachant que Vn € N*, 0 < — < 2" et que la série géométrique E 2" converge (car —x— < 1)
n

on peut appliquer le théoréme de convergence et il vient :

xn
pour tout z € [0, 1 [, la série Z — converge
n

1—tN
13) a) pourt€ [0,1[, onat# 1 donc Zt"—

b) Soit = un réel tel que 0 < z < 1.
La relation de la question précédente donne :

N 1 tV

N-1 x x 1 x tN
En intégrant entre 0 et x on a : Z / t"dt = / —dt — / —dt
— Jo o 1—1 o 1—1

T 4N
VN e N7, 27:—1111—3:) /t—dt
0

1-1¢

Sachant que 0 <z <lona:

N N
—_— — (Eneffet :0<1l—az< 1—1t)
T

t <
vt e [0,z], O T S 7o

Avec la croissance de 'intégrale il vient : 0 < / ﬁdt < 1 / tVat
0 - —Z Jo

On a bien :

T tN 1 .Z‘N+1
0< dt <
/0 1-t “1-zN+1

o x tN 1 xN+l
c) On a pour tout N € N*, 0 < dt <
) b ’ /0 1t S1-zN+1
1 N+ x
or z € [0,1] donc lim =0 et ainsi (le théoréme des gendarmes) on a lim
n—o+too 1l —ax N +1 n—+oo [

N

t
—dt=0
t



xT tN
et comme Z — =—In(1—2) - / ——dt, on obtient :
0

1-1¢
+oo g
ro_ In(1 —x)
n
n=1
14) a) Prenons un z dans ]0,1],
In(n
pour tout n € N*, n?In(n)z" = (n) x n3z"
n
n
or on sait (croissance comparées) que lim L =0et lim n®z" =0 donc
n—-+oo n n—-+o0o

lim n?In(n)z" =0
n—+oo

b) (La il y avait une question classique mais difficile car non vue en classe)

Sachant que lirf n?In(n)z" = 0, il existe un ng tel que Vn > ng, n?In(n)z™ <1
n—-+0oo

1 o
on a alors Vn = ng, 0 < lIn(n)a" < — et comme g —5 converge il vient (théoréme de convergence)
n n

’ pour tout = de [0, 1 [, la série de terme général In(n)z"™ est convergente ‘

15) On pose maintenant Sy (z Zln Yz et S(x Zln

1
a) la question 11) a donné Vn € N*, 0 < g = —In(n) <1
p
p=1

n n
x
en multipliant par ™ > 0 on obtient : Vn € N*, 0 < g — —z"1In(n) < 2"
p=1
et en sommant pour n allant de 1 & N on obtient bien :

N
Vo e [0,1] VN e N*, Z(Z ) Sn(x) < a”

b)

n

)IDIEIED 3) g

n=1p=1 p=1n=p
N1 gp_ N+l
= Z ~x (somme géométrique)
p 1—2
p=1
SET) L )
n=1 =1 p -z p=1 p p=1 p

c) Déduire de a) et de b) que :

1 al xP N T
Vre[0,1], YNeN* 0< > — =2y o)~ Sy(2) <
p
p:

N

d) Justifi : lim 2N
) Justifier que yim pzl
e) Déduire de la question 13)c) et des résultats établis en 15) c), d) que :

p

In(1 —x)

rz—1— 1—=z

S(x)



EXERCICE 3 :

16)

17)

a)

b)

b)

d)

def maxi(L):
m = L[0]
for i in range(1l, len(L)):
if m < L[i]:
m = L[i]
return m

# 4 la fin de chaque tour de boucle m = max de L[:

sur les trois exemples L1, L2 et L3 cette fonction renvoie respectivement 6.2 -1 et 5

def somme (L) :
s =0
for i in range(len(L)):
s += L[i]
return s

distinct(L):
D=1
for x in L:
if x not in D:
D.append(x)
return D

def

def maxi2(L):
m = maxi(L[0])
for i in range(1l, len(L)):
if m < maxi(L[i]):
m = maxi(L[i])
return m

def somme2(L):

s =0

for i in range(len(L)):
s += somme (L[i])

return s

def long_max(L):
m = len(L[0])
for i in range(l, len(L)):
if m < len(L[i]):
m = len(L[i])

return m

# D va recueillir au fur et

def somme (L) :
s =0
for x in L:
s += X
return s

# On parcourt les lignes en indice

# On parcourt les lignes en indice

i+1]

a mesure les nouveaux éléments de L

Une éléve de la classe n’est pas contente car j'ai dit que les "for while" c’est rare. Et ici c’est un "for

while".

(On modifie ou on renvoie : la question n’est pas claire)

On modifie :

def rajoute_0(L):
m = long_max (L)
for x in L:
while len(x) < m:
x.append (0)

# x parcourt les lignes
# tant qu’il n’a pas la bonne taille
# on ajoute des zéros.

On renvoie : (en évitant un effet de bord non voulu)

def rajoute_0(L):

S =1
m = long_max (L)
for x in L:

s = x[:]

while len(s) < m:
s .append (0)
S.append(s)
return S

# s est une copie de la ligne en court



18) a) def max_lignes(T):
L = [maxi(x) for x in T] # x parcourt les lignes
return L
b) def max_colonnes(T):
L=1[]
for j in range(len(T[0])):
C = [T[i]1[j] for i in range(len(T))] # Les valeurs de la colonne j
L.append (maxi(C))
return L
¢) max_lignes(T1) donne [1, 3, 5]
max_colonnes(T1) donne [5, 4, 3, 2]
Et pour T2 les deux fonctions renvoient la méme chose (Matrice symétrique)
[50, 41, 34, 29, 26, 25, 26, 29, 34, 41, 50]

PROBLEME :
Partie 1

19) t — t — et f sont de classe C* sur [a,b] donc on peut faire I'intégration par parties suivantes :

B

/jf(t)dt = —(ﬁ—t)f(t)} —/j—(ﬁ—t)f’(t)dt

(e

donc

B

B
/ F(t)dt = (8- a)f(a) + / (6~ 0)'(t)dt

20) Pour a et 8 dans [a,b] vérifiant o < 5 :

B B
/ (F(t) - f(a) dt / ()t — (8 — a) f(a)

B
/ (B—1t)f(t)dt (d’apres 1))

B
< [ lB-nrwla

«

B
< M/ (B—1)dt

1 RE
< [~ hoo]

donc
B —a)?
| 00— sy < w520

21) Soit n € N*,

n—1l iz n=l rmpiy n=1 ze
(f(t) = flxx))dt - = f(t)dt — f(zy)dt
b n—1
= / fydt - Z(xk_,_l —xi) f(zk) (relation de Chasles)
a k=0

/a Cfwya s,

b n—1 .zpiy
/ )y dt— S, =3 / (F(8) — f(ax)) dt

a k=07 Tk




22)

n—1

b Tr41
/ f(t)dt— S, / () — flaw)) dt

k=0 k
n—1 Tht1
< / (f(t) = f(zx)) dt‘ (Inégalité triangulaire)
k=0 'Y Tk
n—1 (x — )2
< Z M% (Question 2))
k=0
“  (b—a)
S M 2n?
k=0
)2
oy
2n

En conclusion :

Partie 2

23) [’ est de classe C' donc on peut faire 'intégration par parties suivantes :

B

B B
[ G-nt-arwe = [G-n-aro] - [ -+ E-orod

[e3

B
/(m—a—mfmm

B B
[0t —a—p)7)] - / 2 (Bt (ear f € C([ab])

B
(6 - ) f(B) - (a— B)f(a) -2 / f(t)d

On a bien :

E o E
[ a0 = - HOEIE L iy a)par

24) (Il y avait une erreur d’énonceé)

/aﬁ(ﬁ_t)(t_a)dt — [(ﬁ_t)(t—a)Q}i_/aﬁ_(t—2a)2dt

/ﬁw—t)(t—a)dt: (B—a)

25) La relation obtenue a la question 23) peut s’écrire :

[ O LT (8- 0t — o)y

et comme a < (3, on a : (Inégalité triangulaire)

Zf<ﬂﬂ_fm»;ﬂm>dt




1 8
< 5[ E=ne-airo
o >
B
= %/ (B—t)(t—a)dt (car | (t)] < Mz sur [a, 5])

11 reste a utiliser le résultats de la question 24)

[ (s - LS

+ f(B)

!

26)

A%@ﬁ—ﬂ

N

N

=

n—1

>/,
n—1 Thi1
(/.
f@e) + f(@ri1)

/ <f(t) - :

(Tp1 — an)®
12

n—

POt~ 3 (i — i) T 1)
k=0

(k) + f(Tre1)
f(t)dt—/mk e + dt)

)

>
Il

0

I
-

n

k=
n

= O

M,

~
Il
=}

b—a . .
or 41 — T = —— pour tout k&, donc on obtient bien :
n

/bf(t)dt - T, <

b
27) L’inégalité précédente permet d’établir (Théoréme des gendarmes) que (T,) converge vers / f)de

La majoration de 'erreur est négligeable devant celle obtenue pour la méthode des rectangles. Ce qu’on peut
interpréter par : La seconde méthode converge plus vite. (!!)

28) T, est la somme des trapézes représentés dans la figure ci-dessous.

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2 1

0.0 1




Partie 3

29) def

30) def

somme_rectangle(f, a, b, n):

S =0
for k in range(n):

x = a + kx(b-a)/n

S += f(x)
return S*(b-a)/n

somme_trapeze(f, a, b, n):

S =0

pas = (b-a)/n

for k in range(n):
x = a + kxpas

S += (f(x)+f (x+pas))/2

return S*pas

31) J'ai changé la fonction et Uintervalle pour voir une différence

def

plt
plt
plt

plt.
plt.

f(x):
return x**.5

y2 =10, 0
n in range(10, 100):
x.append (n)

y1.append(somme_rectangle(f, a, b, n))
y2.append (somme_trapeze(f, a, b, n))

.figure(’Partie 37)
.plot(x, y1, ’k’,label=’rectangles’)
.plot(x, y2, ’r’,label=’trapézes’)

legend ()
show ()

FIN DE LA CORRECTION
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1)

2)
3)

4)
5)
6)

7
8)

9)

10)

Rapport du concours sur 1’exercice 1

La question est traitée de fagon satisfaisante mais ’on pouvait espérer mieux.

La fonction fi,; était polynomiale de degré 2 avec des racines apparentes. Une étude n’est pas nécessaire pour
tracer un graphe qui doit étre une parabole dont il convient de donner les coordonnées du sommet. Pour la
fonction f5 1, une étude de fonction était nécessaire. Il faut faire apparaitre les tangentes horizontales ainsi que
le maximum sur [0, 1]

Question réussie & 60% a cause d’erreurs de signe. Trouver une intégrale négative devait interpeler.

L’intégration par parties a effectuer n’a pas été repérée par les candidats et, lorsqu’elle I’a été, les hypothéses
n’ont pas été systématiquement vérifiées. Enfin ’annulation du crochet provenait du fait que a soit strictement
positif. A noter que le jury a récompensé les initiatives sur la manipulation de I’intégrande méme lorsque que
celles-ci n’aboutissaient pas au résultat escompté.

La récurrence a souvent été identifiée mais mal traitée. La présence de deux entiers nécessitait de bien soigner
I’hypotheése de récurrence ainsi que ’hérédité.

Question réussie dans 60% des copies ot elle est traitée. Les erreurs portent sur la simplification des factorielles.
Une partie des points est attribué lorsque la simplification est fausse mais la suite cohérente.

Question de cours qui n’a été correctement traitée que dans moins de 20% des copies.

Question peu traitée. A noter qu’un raisonnement direct permettait de conclure.

La récurrence a été repérée mais bien rédigée uniquement dans un quart des copies ou elle est traitée. Par
ailleurs, pour obtenir I'inégalité I, 41 nt1 < 51"’” a partir de la question précédente, il fallait préciser que I, ,
était positive.

Question peu et mal traitée. Le théoréme de comparaison des séries a termes positifs est peu identifié et surtout
mal mis en 7uvre : il faut raisonner sur le terme général et pas sur les sommes partielles et encore moins sur la
somme infinie ou la série. On ne peut pas écrire la somme de la série avant d’avoir prouvé sa convergence. Plus
grave encore, certaines copies se contentent de justifier que le terme général tend vers 0 pour conclure.

a) L’équivalent In(1 4+ z) ~ z est connu mais 20% des candidats qui Pobtiennent font ensuite une erreur de
signe. On ne devrait plus voir d’équivalent & 0. ..

b) Les équivalents ne passent pas a 'exponentielle sans justifications
c) Le calcul était compliqué mais par composition, on pouvait au moins avoir un équivalent de (2n + 1) 1.

d) Question trés peu traitée.
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