BCPST 1p 2025/2026

’ Feuille_Act_7 : Etude de fonctions. Dérivées.

Ex 1: Soit f:2+— Ve -1,
1) Montrer que f est définie sur R.

2) Justifier que f est dérivable sur R* et donner f’(z) pour z € R*.

3) La fonction f est-elle dérivable en 07

Ex 2 : Soit f:2+— Vel —1.
1) Montrer que f est définie sur R.

2) Justifier que f est dérivable sur R* et donner f’(z) pour z € R*.

3) La fonction f est-elle dérivable en 07

e’ —1
Ex 3 : On considére la fonction f définie sur R par: f(0)=1 et Vo eR* f(z)=
x
1) Justifier que f est une continue sur R.
2 a2t
2) On admet que pour tout réel x on a 'encadrement : 0 < e* -1 -z — — < —.
2 6
En déduire que f est dérivable en 0 et préciser f’(0).
Ex 4 : Construire le tableaux de variations des fonctions suivantes :
a) f:x+— arctan(22® +3) sur R. b) fix— V2r+1 surR.
c) f:x+——sin(3arctan(z)) sur R. d) frz— Va2 +1 sur R
5 T
e) f:x—a°—10z sur R. f) f: o+ In(cos(z)) + 2z sur} - 7;7{.
2 2
1 m
Ex 5 : Montrer que pour tout réel 2 non nul on a : arctan(z) + arctan | — | = sgn(x)—
x 2

(sgn(x) est la fonction qui vaut —1 ou 1 suivant le signe du réel x)

3
Ex 6 : On consideére la suite (u,,) définie par up = — et la relation de récurrence : Vn € N, w11 =1+ —
2 Up,

et on note : f est la fonction définie sur R* par : f(z) =1+ —
x

3
1) Montrer que lintervalle I = [ ; 2] est stable par la fonction f.
2

En déduire que tous les termes de (u,,) sont dans l'intervalle I.

1+5
2

2) Montrer que si (u,,) est convergente elle converge vers le nombre d’or : a =

3) Montrer que pour tout z € I, |f'(z)] <

© |~

n
4 4
En déduire : Vn € N, |upy1 —a| < = |u, —a| puis : Vn €N, |u, —a| < ()
9 9
4) En déduire que (u,) est convergente.
5) Déterminer un entier ng pour lequel u,, est une valeur approchée de « & 107° pres.

6) Donner la valeur de u,, que vous obtenez avec votre calculatrice.



1
Ex 7 : Soit f la fonction définie sur R* par f(x) = z%sin <> et par f(0) =0
x

Montrer que f est dérivable sur R mais f n’est pas de classe C! sur R.

Ex 8 : Déterminer la dérivée n-ieme de la fonction z +——

o sur R\ {-1}.

Ex 9 : A l'aide du théoreme des accroissements finis, établir pour n > 1 les inégalités suivantes :

1
<

2
(n+1)\/n+1\% vn+1 = nyn

Ex 10 : Soit f la fonction définie sur R par f(z) = z?e™2*
1) Montrer que f est indéfiniment dérivable sur R.
2) Déterminer f" et f”.

3) Montrer que pour tout entier naturel n il existe des réels a,, b, et ¢, tels que

Ve e R, f(z) = (anz® + bpz +c,) e

x
Ex 11 : On note f:x — exp (—2>.

Déterminer pour tout entier n la fonction f(™).

Ex 12 : G2F 2023 et DS2 BCPST 2C 2025.

22
On considere la fonction f définie sur [0, 1] par : f(z) = (1 — z)e* 'z

1) a. Démontrer que f réalise une bijection strictement décroissante de [0, 1] dans lui-méme.

22

b. En déduire que : Vo € [0,1], (1 —=z)e” <e™ 2

N

)

[ et on considere les deux suites ci-dessous définies par :

Wl =
N | =

2) On fixe un réel a appartenant a l'intervalle ]

VYneN, z,=n"%ety,=7(zn).

22

a. Justifier que : Vo € [0,2,], yne” 7 < (1 —2x)e”.
b. Démontrer que : lim x,v/n = +oo.
n—4oo
c. Rappeler le développement limité de In(1 — z) en 0 & lordre 3 et en déduire que : lirf Yy = 1.
n—-+0oo
3) On pose :

I, = /01 (1 —=xz)e”)" dz.

Tn naz? ! na?
a. Démontrer que : yZ/ e” 2 de <, S/ e 2z dx
0 0

b. En utilisant un changement de variable simple, en déduire :

In\/ﬁ 22 \/ﬁ 22
yﬁ/ e 7 dx < In\/ﬁg/ e 7 dx
0 0

c. (pourles 5/2)

En utilisant une variable aléatoire suivant la loi normale N (0, 1), déduire de ce qui précede que :

v
Lnvn =2 A5



