BCPST 24 2025-2026

’ Correction de la feuille Act 8 : Développements limités.

Ex 1: (Je ne mets pas toujours les détails des calculs)

Tableau 1 :
2 3 2 3
T — xf £ 3 - _ _ 1’;_1‘7 3
e z:>01+x+ 7 T + o(z?) et e m_)()l T+ 3 6 + o(z?)
donc
et — e~ % 3 5
2 mj>0$+€+0(x)
Tableau 2 :
Premiére approche :
o r? 2 3
e wi017m+77€+0(x)donc
2 3 2 3
¢ oz ¢ oz
w22 = [—l-z+ - —+o0@®) | |[-1-2+ =% - = +o(a?
(e ) ( T+ G o(z?) T+ G o(z?)
. :r2+x3+ a2 2B 2 x3+x3+ @)
= rT——+—+zc+z°—— - — — — 4+ —+o(z
2 6 2 2 2 6
— 2 2 3 3
(e —=2)% = 142z — -z + o(x?)
z—0 3

Deuxiéme approche sur idée d’Alexane.
(e =22 =e 2" —4e " 4 4

3
- _ 1 _ zr T 3 —2x _ 1 _ 2_4i 3
or et = 1—x+ 5 5 +o(z®) et e = 1—2x+ 2z 3 + o(x?)

donc

2 .
(e7® —2)2 = 1422 — §x3 +o(z?)

Tableau 3 : YT+ x = (14 )3, c’est un DL(0) usuel :

. 1 1 1 2 1 1 2 . .
Vidzr = 1+4-xz+-x-x|—=|22+4+=x=-x[—-2)x 0 23 + o(x?)
z—0 3 3 3 3

3 > 3 31
2 3

3 — z oz 577 3

Vito S 1+g -5 g tol)

Tableau 4 : Plusieurs approches possibles.

e Ce qu’on a fait au tableau
On note f la fonction tangente; elle est de classe C* et pour x au voisinage de 0,

f(z) = tan(z), f'(z) = 1+tan?(z) f(z) = 2tan(z)+2 tan®(x) O (z) = 2+8tan?(z)+6 tan’ (z)

on en déduit :

fo)=0 =1 f0)=0 [fO0)=2

La formule de Taylor-Young donne

5
tan(z) =, 3t o(x®)

z— 3




e Une autre approche trés classique que semble connaitre Owen, mais difficile pour nous.

1 B 1 (2) = z? 3 0
cos(r) 1 —u(x) avee u(z) 502 o(z") s
2
2 2
x x
_ T T 3
o 1+<2>+<2> +o(z”)
2
x
_ T 3
.L:O 1 + 2 + O(SU )
. 1
sin(z) = sin(z) x
cos(x) cos(x)
3 2
x x
_ T T 3
= (m 6>>< 1+2>+0(x)
3
= s+ 4 o(z?)
z—0

5
tan(x) =, T3t o(x®)

z— 3

e Une troisieme approche, plus astucieuse et vue en classe.
Comme la fonction tan est impaire et de classe C'°° on sait qu’il existe a, b tels que :

tan(x) et ba® + o(z?)
2

on a alors : tan(z) x cos(x) = (ax + bx?) (1 - x2> + o(x3)
z—

donc tan(z) x cos(z) = ax+ <; + b) % + o(x3)

x—0

or tan(z) X cos(z) = sin(z) et le DL est unique donc :

a=1
a 1
-5t b= 8
1
on trouve : a=1 et b:§ et
23 3
tan(x) ST £l + o(z?)
Tableauw 5 : (Non corrigé)
Tableau 6 : (Non corrigé)
Ex 2 : Tableau 1 :
z? ) o
In(1+x) ot +o(z*) donc In(l+4+z)—=z Favimy et ainsi :
. o In(l+z)—2 1
lim —————— = ——
z—0 x 2
Tableau 2 :
I3 122
sin(z) —wcos(x) (I - f) - (1 - 7) +o(z?)
x(1 — cos(z)) x (=% + o(a?))
$3
~ 3
x—0 fLS
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Ex 3 : (Non corrigé)
Ex 4 : (Non corrigé)
Ex 5: (Non corrigé)

2 3
8 .
Ex 6 : On sait d'une part que : In(1+2z) = z— I +o(x3) onadonc In(1—2x) = —2x—22%— 23 +o0(2?)
z—0 2 3 z—0 3
1
et d’autre part on a : —— = 1—ax+ 22+ 2 + o(2?), ce qui nous permet d’obtenir :
1+ 2 z2=0
8 3 3
flx) = —2x— —x° 4+ o(z°)
x—0 3

1) Le calcul préliminaire permet d’affirmer que f(x) = —2x+0(x), on peut alors affirmer que f est dérivable
z—

en 0 et que :

La droite T : y = —2x est la tangente a Cy au point d’abscisse 0.

2) Le calcul préliminaire donne f(z) — (—2z) ~ fgx?’
T—

3

. . 8
Connaissant le signe de —gm , on peut conclure :

’ Au voisinage de 0, la courbe C est au-dessus de 1" & gauche de 0 et en dessous de T a droite.

3) (Fait au tableau )

1 1
Ex 7 : On sait que : T 50 1- §t +o(t) et en substituant —x? & t (qui tend bien vers 0) on obtient :

1
1+ —2% + o(z?)

1
1= 2 xjo 2

1
comme la fonction A est C'! au voisinage de 0 on obtient par intégration : A(x) = A(0) + =+ 6x3 + o(x?)

Alz) = z+ lx?’ +o(z?)

z—0 6

Ex 8 : (Non corrigé)
Ex 9: (Non corrigé)
Ex 10 : (Non corrigé)
Ex 11 : (Non corrigé)

Ex 12 : Opour 0<p<n, z" = o(zP) En effet : 2P — 0.

z—0 z—0

Exemples : 23 = o(z?)
@ pour (p,n) ENXZ telque:n+p>=0  z"o(aP) = o(x"tP) En effet : z"e(z)aP = e(x)a™P.
z—

Exemples : 230(2?) = o(2°)

® pour n et p deux entiers naturels ,  o(z") + o(x?) = o(z™n(P)
Exemples : o(z3) + o(2?) = o(x?)
O pour n et p deux entiers naturels, o(z™) x o(zP) = o(z"tP)

Tr—r

Exemples : o(23) x o(z?) = o(x®)



@ pour (p,n) € N? telque: 0<p<n, si f(z) = o(z™) alors f(z) = o(xP).
z— z—
En effet : si f(z) = e(x)z™ alors f(x) = e(z)z™ Px,

Exemples : Si on sait que f(z) = o(x3) alors f(x) =, o(x?)
z— —



