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’ Feuille Cours 3 2 : Familles génératrices. Libres. Bases. Dimension.

Familles génératrices. 3.5 Définition.

Familles libres. 4.1 Définition 4.2 Identification (Démo) 4.3 Polynémes (Démo)

Bases. 5.1 Définition. 5.2 Caractérisation. (Démo)

Coordonnées d’un vecteur dans une base 6.1 Définition. 6.2 Application Coordg 6.3 Matrices d’une famille de vecteurs.
Dimension d’un sous-espace vectoriel. 7.1 Définition. 7.2 Nombre de vecteurs dans une famille libre.

Ex1:

Ex 2:

Ex 3:

Ex 4 :

Ex 5 :

Ex 6 :

1)
2)
3)

Montrer que ((1,2),(1,1)) est une famille génératrice de R?.
Montrer que (X241, X —1, X? + X + 1, 1) est une famille génératrice de Ry[X].
Montrer que ((1,1,-2), (0,1,—1), (1,—1,0)) est une famille génératrice de E = {(z,y,2) € R* | z+y+2=0}

Etudier la liberté des familles suivantes :
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Dans R*, la famille (u1,ug,us) en notant : uy = (1,2, —1,3), ug = (0,1,0,1) et uz = (1,1, 1,0).

Dans C?, la famille (u1,ug,u3) en notant : u; = (1,0,1,0), us = (1,1,1,2) et ug = (1, 3,1, 6).

Dans R, la famille (f, g) en notant : f : & — cos(x) et g : x — sin(z)

Dans R¥, la famille (f1, f2, f3) en notant : f; : x — cos(2x), fo: x> 1 et f3: x> cos?(x).

Dans R[X], la famille (Py, Py, P3) en notant P, = X (X +2), P, = X? — X2 +2et P3 = X? +2X +4

Etudier la liberté de la famille (X*+2, X(X —1), (X3 —1)?).
Soit n € N*, on note pour tout k € [0,n], Py(X)= (X —2)*. Justifier que (Py,...,P,) est libre.
Etudier la liberté de la famille ( X? , X (X — 1), (X —1)2).

Déterminer tous les triplets (a, b, c) tels que :
(X -1P?=a(X -1 +bX -1)2+¢(X -1)°
Justifier qu’il existe un unique couple (a,b) € R? tel que :
Vz € R, cos(z + 2) = acos(z) + bsin(z)
Déterminer tous les triplets (a, b, c) tels que :

(2,2,2) = a(1,1,1) + b(1,0,1) + ¢(0, 1,0)

Déterminer une base des sous-espaces vectoriels suivants :
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3r+y+32z2+t=0
F:{(m,y7z,t)€R4 {erQZO }

F={feC>®R)|f"=f}
F={PeRs[X]| P(1)=0}
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Déterminer la matrice des coordonnées des vecteurs suivants dans la base canonique de R® (notée : %)

u=(1,2,3) v = (0,0,0)

Déterminer la matrice des coordonnées des vecteurs suivants dans la base canonique de R3[X]
(notée B = (1, X, X2, X?)).

P(X)=-X?+3X +4 R(X)=2(X -2)3



3) On admet que # = ((1,0,0), (1,1,0),(1,1, 1)) est une base de R3.
Donner la matrice des vecteurs suivants dans la base % :

up = (1,1,1) uz = (2,1,0) uz = (3,-1,2)

4) On admet que Z = (1, X, X(X — 1), X(X —1)(X — 2)) est une base de R3[X].
Donner la matrice des coordonnées des polyndémes suivants dans la base 4 :

P (X)=X(X-1) P(X)=X—1 P3(X) = X? P(X)=Xx3

Ex 7: 1) Soient A € 4, ,(R) et X € A4, 1(R). Justifier que AX est une combinaison des colonnes de A.
p
2) En déduire Coordg (Z :ckuk) en fonction de Matg(uq, ..., up)
k=1

Ex 8 : Donner, en le justifiant, la dimension des R espaces vectoriels suivants :

R3 R Rs[X]

Ex9: 1) Soit F={ (z,y,2,t) €C' |2 +y=0 et y+2z+t=0}.
Montrer que F est un sous-espace vectoriel de R? et déterminer sa dimension.
2) Soit F={ PeRy[X]| P(1)=0},
Montrer que F est un sous-espace vectoriel de Ro[X] et déterminer sa dimension.

Ex 10 : Les familles suivantes sont elles libres :
Ty = ((1,2),(1,6),(0,1)) L Ty = (X2+1,1+2X+X2,X+1,X) ot Ty = ((1,2,0),(1,3,1),(2,8,1),(1,0,2))



