BCPST 24

’ Correction de la feuille Cours_ 3 2 :

Familles génératrices. Libres. Bases. Dimension.

Ex1: 1)

Vect((1,2),(1,1)) =

Vect((1,2),(0,—1)) (ug — up — ug)
Vect((1,2),(0,1)) (—ug — ug)
Vect((1,0),(0,1)) (ug — 2ug — uq)
R?

’ ((1,2),(1,1)) est une famille génératrice de R? ‘

2) (Devinez les opérations élémentaires)

Vect < X241, X—-1,X?4+X+1,1> = Vect< X?, X, X*+X,1>

= Ry[X]

Vect < X2, X,0,1 >
Vect < X2, X,1 >

(X2 F1,X -1, X2+ X +1, 1) est une famille génératrice de Ro[X]

3) (non corrigé)

Ex 2: 1) Soit ()\1,)\2,)\3) S RB,

AU + Agug + Azug =0 <=

A +X3=0
201+ X+ A3=0

2025-2026

—A1 +A3=0
31+ A =0
A1 +X3=0
/\2—)\320 L2—2L1—>L2

= 223 =0 L3+ Ly — Ly

31+ Ao =0

A1 =0
= Ao =0 Les trois premiéres lignes du systéme précédent

)\3:0

| La famille (uy, ug,u3) est une famille libre.

2) Soit (A1, A2, A3) € C?,

>\1U1 + )\2U2 + >\3U3 = (0, 0, 0, 0)

A+ A+ A3=0
A +3X3=0
AM+d+ A3=0
2X2 +6A3 =0

AM+A+A3=0
A +3X3=0
0=0

0=0

<~

L3—L1—>L3
L472L24)L4

Ce dernier systéme a d’autres solutions que (0,0, 0) (par exemple (A1, A2, A3) = (2,-3,1) )

donc :

| La famille (uy, us, uz) est une famille lice. |

3) (Contrairement auz questions sur R™ ou R[X] on ne raisonne pas par équivalence)

Soit (a,b) € R? tel que af + bg =0,

est triangulaire sans zéro sur la diagonale

(2’!,1,1 - 3U2 + uz = (0, 07 07 O))



on a donc Vo € R, acos(x) + bsin(x) = 0,
en prenant deux valeurs particuliéres pour x : 0 et T (par exemple) on en déduit que

(a,b) = (0,0)

et ainsi :

| La famille (f, g) est libre |

4) On sait que pour tout z € R, cos(2x) = 2cos?(x) — 1 autrement dit : f; = 2f3 — fa

’ La famille (f1, f2, f3) est liée ‘

5) (Comme sur R"™ ici on raisonne par équivalence)

Soit (A1, Az, A3) € R?,

MPLA+XaP+A3P3 =0 <= M(X?+2X)+ M(X® - X2 +2) + \3(XP+2X +4)=0
= M+ A)XP 4+ (A = A) X2+ (20 +2X3) X +2) +4X3 =0

A2 + A3 = 0
— AMM—A =0
M 424 = 0
Mo +4Ng = 0
A =0
<~ )\2 =0
)\3 = 0

| La famille (P, Py, Ps) est libre |

Ex 3: 1) Ennotant (P, Pe, P3) = (X*+2, X(X —1), (X3—1)%),0on a: deg(P;) = 4, deg(P,) = 2 et deg(P;) = 6.
(Py, Pa, Ps) est une famille de polynémes non nuls de degrés distincts 2 4 2 donc

la famille (X*+2, X(X —1), (X3 —1)?) est libre|

2) Pour tout k € [0,n], deg(Py) = k.
(Po, ..., P,) est une famille de polynomes non nuls de degrés distincts 2 & 2 donc

la famille (P, ..., P,) est libre]

3) (Attention ici on ne peut pas utiliser le théoréme).
Remarque : ici je reviens sur la régle : "pour des polynémes je raisonne par équivalence”.

Soit (/\1,)\2,)\3) S RB tel que : M Py + Ao Py + A3P3 =0
on a donc M X%+ XX(X —1)+X3(X —1)2=0

En évaluant en 0 et en 1 on obtient Ay =0 et A3 =0

onaalors MX(X —1)=0 et en évaluant en 2, on obtient Ay =0

On peut conclure :

| la famille (X2, X(X — 1), (X —1)?) est libre

Ex4: 1) ((X—-1),(X—1)% (X —1)3) est libre, car c’est une famille de polynéme non nuls et de degré 2 & 2 distincts.
donc (identification sur une famille libre)

—(X—1)?=a(X -1 +bX -1)2+c(X 1> < a=0 b=-1 ¢=0

2) On sait que cos(z + 2) = cos(2) cos(z) — sin(2) sin(x) et que (cos, sin) est une famille libre, donc

vu dans une question précédente.

’il existe un unique couple (a,b) € R? tel que : Vo € R, cos(z + 2) = acos(z) + bsin(z) ‘




3) Soit (a,b,c) € R,

at+b=2

(2,2,2) =a(1,1,1) +b(1,0,1) + ¢(0,1,0) <~ a+c=2
at+b=2

— b=2—-a

c=2—a

L’ensemble recherché est { (a,2—a,2—a)|a€eR }

Ex5: 1) e Soit (z,y,2,t) € R*,

(Goyot) €F { 3r+y+32+t=0

r+2y=0
t+3x+y+32=0 L . .y .
<~ { 242y =0 (Systéme échelonné. Inc. principales : t et )
T =—2a
2, y=a
< 3I(a,b) eR": b
t =5a—3b

—  3(a,b) eR*: (z,y,2,1t) = a(—2,1,0,5) + b(0,0,1, —3)

donc F = Vect < u,v > en notant : v=(—2,1,0,5) et v=(0,0,1,—3)
Autrement dit : (u,v) est une famille génératrice de F'.

e De plus au+bv =(0,0,0,0) = a =b =0 donc (u,v) est libre,

En conclusion :

‘ ((—2, 1,0,5), (0,0,1, —3)) est une base de F'

2) Le cours sur les équations différentielles donne F' = Vect < f,g>ou f:z—>e P et g:ax—> €”

(f,g) est génératrice de F.

Montrons que (f, g) est libre :
Soit (o, B) € K2 tel que af + fg =0

onadonc VreR, ae ®+ pe*=0.
a+pf =0
elates = 0

or le déterminant de ce systéme est : 1 x e — 1 x e~! # 0 donc il a une unique solution (o, 3) = (0,0)

(f, g) est libre

en prenant © =0 et £ = 1 on en déduit le systéme : {

En conclusion :

’(f, g) est une base de F

3) (non corrigé)

4) (non corrigé)
Ex 6 : (non corrigé)

Ex 7 : (Voir le cours sur les espaces vectoriels)

La suite n’est pas corrigée.



