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Correction du probleme de la feuille_Exo_3

I) Autour de I’exponentielle et des matrices nilpotentes

n—1
1. Soit (Ag, ..., An—1) € R™ tel que Z )\kAk —0p,
k=0
n—1
en multipliant par A"~ ! il vient Z M AR = ¢
k=0

or A est nilpotente donc A” = 0 et ainsi \gA" ! =0,

on a aussi supposé que A"~ #£ 0 ce qui entraine A9 = 0,

n—1
on a alors Z M AF =0,
k=1
n—1
en multipliant par A" 2 il vient Z MNeAFT=2 =0 ce qui entraine A\ A"l =0, puis A =0,
k=1
on montre ainsi de suite que Ao =0, ... ;, A,—1 =0

En conclusion : ’1& famille F est libre. ‘

Rédaction de la récurrence finie.
n—1 '
Soit (Ao, ..., An—1) € R™ tel que Z NAY =0,
i=0
Montrons par récurrence finie sur k que pour tout k € [0,n—1], Vi€ [0,k],\; =0
e Pour £ = 0,

n—1 n—1
en multipliant par A"~! chaque membre de 'égalité Z NAY =0, il vient Z NATFL =
i=0 =0

or A est nilpotente donc A” = 0 et ainsi A\gA" ! =0, et comme A" ! #£ 0 il vient Ay =0,

e Soit k € [0,n—2] tel que Vi € [0, k], \; =0,

n—1
on a alors Z MNAL =0,
i=k+1
n—1
en multipliant par A"~*~2 chaque membre de cette égalité, il vient Z NATE=2 —
i=k+1

or A est nilpotente donc A” = 0 et ainsi A1 A" "' =0, et comme A" ! £ 0 il vient Ay =0,

En conclusion de cette récurrence on peut affirmer que Vi € [0,n — 1], \; = 0 et ainsi :

la famille F est libre. ‘




2. G = Vect(F) et F est une famille libre de M,,(R) donc G est un sous-espace vectoriel de M,,(R) de base F,

comme de plus F est une famille de n vecteurs,

G est un espace vectoriel réel de base F et de dimension n‘

3. A"1 £ 0 donc elle posséde au moins une colonne non nulle, notons j le numéro d’une de ces colonnes.

0
En posant Xo = | 1 | < j™¢ ligne, en faisant le produit A"~!'X, on obtient la j*™¢ colonne de A
0
et comme cette 7™ colonne est non nulle on a bien montrer
il existe une colonne Xy € € telle que A" 1 X, # 0.
n—1
4. Soit (Ao, ..., A1) € R™ tel que > A\ A*Xo =0,
k=0
n—1
en multipliant & gauche par A"~ il vient Z AN AR X =0
k=0

or A est nilpotente donc A™ = 0 et ainsi M\gA" ' Xy =0,

on a aussi supposé que A" 1 Xj # 0 ce qui entraine Ay = 0,

n—1
on a alors Z M AR =0,
k=1
n—1
en multipliant par A"~2 il vient Z MNeAFFP=2X0 — 0 ce qui entraine M A" 1 Xy =0, puis A\ =0,
k=1
on montre ainsi de suite que Ao =0, ... , A,—1 =0

En conclusion : |la famille B’ est libre. ‘

On sait que :
e £ est un espace vectoriel de dimension n,
e 3’ est libre,

o 3" est formée de n vecteurs de £.

donc | B’ est une base de £

5. Recherche de I’ensemble des matrices M € FE telles que AM = M A.

@

aq
(a) Coordg (MXO) = . done M Xy = apXg + a1 AXy + a2A2X0 + -+ OlnflAn_lXU

Qp—1
en multipliant & gauche par A on obtient AM X = agAXo + a1 A% X + A3 Xy + -+ + a1 A" X

comme A" = 0et AM = MAilvient: MAXg = 0Xo+agAXo+as A2Xg+as A3 X+ Fay,_0 AV 1 X,



ou encore Coordp (MAXy) = Zfl) ,
an:—Q
0
on montre de méme que pour tout k € [0,n — 1], Coords (M A*X,) = o;o
Ap—1-k

(b) P=oagl + a1 A+ agA? + -+, 1 A"}
donc PAFX( = agA*Xo + ay AM + ag A2 X+ 4 a1 AP X0 + 0

or la question précédente donne M A* Xy = agA¥ Xy + a1 A*T1 X 4+ an A2 X0 + - + a1 A1 X

on a bien | Vk € [0,n —1], MAF¥X, = PAFX,

Zo

T
(c) Soit X € &, on note . ses coordonnées dans B/,

n—1
MX = M (Z xkAkX())
k=0
n—1
= > nMAFX,
k=0
n—1
= Z z,PA* X, d’apres la question 5.b.
k=0

n—1
k=0

= PX

VX €& MX = PX |

(d) Le résultat précédent permet d’affirmer : VX € M, 1(R), (M —P)X =0 et que donc M —P =0 ou
encore M = P.

or P=oagl +a1A+ A’ + -+ a,_1 A" appartient & G, donc

6. Dans la question 5), on montre que : AM = MA — M e G

Réciproquement si M € G alors M = Q(A) avec @ un polynéme et en utilisant le théoreme (6)) donné en
introduction on peut en déduire que AM = M A

En conclusion,

VM e E, AM=MA <— MecG




’ IT) Propriétés de ’exponentielle de matrices nilpotentes

1. Distinguons deux cas :
esik < nalors 2n —1 — k > n et comme B est nilpotente on a B>"~1=% = ( et ainsi AFB*~1-F = 0.

e si k > n alors comme A est nilpotente on a A™ =0 et ainsi A*B?"~ 17k = 0.

En conclusion, | Yk € [0,2n — 1], AFB*™~1-F =0

2. Au lieu de 3) je réponds directement a 4)

2n—1 gl 2n =1\ k pon—1-k
(A+ B) = i A®B car AB = BA
0

k=
=0 d’apres la question précédente

donc’ la matrice (A + B) est nilpotente ‘

3. (Questions 3) et 4) bizarrement posées)

—+o0 1 +o00 1
A B __ L - nj
ee - Z Z'[A Z j!B
i=0 j=0
()
- Gl (k— i)
=\ (k—1)
+o00 k
1 k i Rk—1
- (o (f)ae
k=0 =0
+o0 1
= > ~(A+B}" car AB = BA
k=0
= (ATB) car A + B est nilpotente
On a bien :
’ o(A+B) _ ,A,B
4. (Ici je réponds a 4) en admettant 3))
n—1 k 1
AB _ Z AP Bk-p
e“e
| —n)!
==k —p)
n—1 k
1 k
— il pgk—p
- S (b)as
k=0 p=0
n—1 1
= E(A—FB)k car AB = BA
k=0
= eAt+B) car A + B est nilpotente



5. A est nilpotente donc —A est nilpotente et les matrices A et —A commutent.

— AB

De plus pour deux matrices nilpotentes qui commutent on a :

Or l'exponentielle de la matrice nulle est égale a I,, donc

o(A+B)

e? est inversible et son inverse est égale & e~

A

6. Montrons par récurrence sur k que : Vk € N,

e pour k =0,

()" =

€kA.

n—1
1 . .
d’une part (eA)O =1, et dautre part ¥4 = g —0'A' =1,
7!
i=0

(eA)O _ 0A

donc e

d’apres ’hypothese de récurrence

d’apres le résultat de la question 4)

on a bien
e Soit k£ € N tel que (eA)k = kA,
k+1 k
()™ = () xe!
= fxed
_ kA+A
_ kDA

on a bien montré que :

En conclusion :

Vk € N,

()"

(&

kA

A

e

si (eA)k = eF alors (eA)kJrl — o(kt1)A

A

= e



