BCPST 24

’Correction de linterrogation sur le DS 3‘

Ex1: exr—e®etxr— e * sont continues sur R. (fonctions usuelles)
donc f est continue sur | — 0o; 0[ et sur |0; 00|
e lime” =1, lime ®=1et f(0) =1 donc lim f =lim f = f(0) et ainsi
x—0 x—0 0— 0+

donc f est continue en 0.

En conclusion :

’ f est continue sur R ‘

Ex 2: a) 2+ 22+ 1 est dérivable sur R (fonction polynomiale) donc ’ [ est dérivable sur ]0,1[ ‘

— l—-2z-1 — f(0
b) [ ] Pour T < O7 f(z) f(o) = r = —1 donc hm M = -1
z—0 x z—0— x—0
- 2411 — £(0
e Pour z > 0, flo) = /O _ ="+ =z donc lim Jl@) = 1) =0
z—0 T z—0+ z—0
(La limite du tauz d’accroissement est différente a droite et a gauche) donc
’ f n’est pas dérivable en 0 ‘
Remarque : f est dérivable a gauche et a droite de 0, mais pas en 0.
_ 1 1 2 o 1
c) e Pour z < 1, 1(@) f(): e 2=x—|—1d0nc limM:Q
x—1 z—1 z—1— z—1
— f(1 2z — 2 — f(1
e Pour > ]_7 f(z) f( ) = r = 2 donc lim M =9
z—1 z—1 z—1+ rx—1

(La limite du tauz d’accroissement est réelle et la méme & droite et a gauche) donc

’ f est dérivable en 1 ‘

1
Ex 3: e f(1)=2 et o f est dérivable sur R’ et pour >0, f'(z)=2— e done f'(1) =1

Or T a pour équation y = f'(1)(z — 1) + f(1) donc

Ex 4 : On reconnait le taux d’accroissement en -1 de la fonction f : x — z° + 424

sa dérivée est : f': x — 5t + 1623 ce qui donne f/(—1) = —11

2’442t -3

lim — =-11

r——1 x+1

2 3 4 5 6 1—w' 7 _ 2im
Ex5: w#ldoncl+w+w+w’+w* +w +w:1 et w’'=e"" =1donc

—w
S=0

Ex 6 : a) On remarque que w® = 2™ =1
e D’une part pour tout entier k (w¥)® = (w°)*¥ =1 donc

1, w, w?, w3 et w* sont 5 racines du polynéme X° — 1.

) . .
e D’autre part, pour 0 et ¢’ dans [0;27[, si @ # 0’ alors ¥ #
o 2im ,  in . 6im . in

Ww=ed,w=ed ,w’ =eb etw*=e 5 donc

et e

2

1, w, w?, w3 et w* sont deux & deux distinctes

En conclusion :

2

1, w, w?, w3 et w* sont 5 racines distinctes de X° — 1.




Ex7:

Ex 8 :

b) Sachant que deg(X® — 1) = 5, on déduit du résultat précédent qu’il existe A € C tel que :
X5 —1=XMX-1)(X —w)(X —w?)(X —®)(X —w?)

et comme le polynéme est unitaire il vient

X°-1=(X-1D)X -w)(X - )X —®)(X —w?)]

e Si x1, T, T3 et x4 ne sont pas deux & deux distincts,

alors au moins deux lignes de A, sont égales donc rg(A;) < 4 et ainsi A, n’est pas inversible.

e Si x1, 29, x3 et x4 sont deux a deux distincts,

Soit ()\07)\1,)\2, /\g,) S (C4, on note P(X) =X+ X+ )\2X2 + )\3X3

Ao 0 P(z1) =0 0
M| |0 P(.’L‘g) =0 1|0
Al 1= ol = | P@y=0]"|o
A3 0 P(zs) =0 0
— PX)= (En effet deg(P) < 3 et P a 4 racines distinctes)
Ao 0
e [ M]=|Y
| |0
A3 0

On a montré que A, X =0 <= X =0 ce qui permet d’affirmer que A, est inversible.

En conclusion :

’ A, est inversible si, et seulement si, x1, 22, x3 et x4 sont deux & deux distincts ‘

a) On note f:x +— cos(z) — %, de sorte que : f(x) =0 <= z solution de (E,)
- m . p . 1
f est dérivable sur |0; 5 et sur cet intervalle, f/(z) = —sin(z) — ~ < 0.
La fonction f est donc continue et strictement décroissante sur 'intervalle {0 ; g} .

donc f réalise une bijection de [0; ;T] dans [f (g) ;f(O)] = {—27;; 1}

%; 1} , il existe bien un unique x dans {0 ; g} tel que f(x) =0

et comme 0 € {—

(E,) a une unique solution sur {0; ;T}

b) from math import cos, pi

def f(x):
return cos(x) - x/n

def u(n):
a=20
b = pi/2
while b-a > 2*10**-6:
m = (a+b)/2
if £f(m) > O:
a=m
else:
b=m

return (a+b)/2



1 1 ™
Ex9: a)0<-— donc 0 < arctan (x> < ) (fonction strictement croissante de R dans ] — ;%)
x

1 1
on en déduit T < —arctan| — ) <0 puis 0< T_ arctan | — | < T
2 T 2 x 2

T T
96]‘272[

b) |Pour ¢t un réel quelconque, arctan(t) est I'unique réel 6 de ] —g ; g [ vérifiant tan(f) =t

¢) On sait déja que 6 € ] —g; g [ il suffit donc de montrer que tan(f) = z

@) (- i (1)

= ! c cos(ﬂ- > sin(z) et si (ﬂ- > cos(x)
— - 7 71N ar — — X = sim(x et sin — — I = xT
tan (arctan (1)) 2 2
= x
En conclusion :
6 = arctan(z)
i
Ex 10 : a) On sait que Vn € N, —g + nw < x,; de plus on sait que lilf —3 + nm = +o00 on peut en déduire
n—-+0oo
(comparaison) que :
lim x, = 400
n—-+4oo
. ™ s 1 Ty 1
b) Pour tout n € N*, nr — - <z, <nr+ 5 donc 1——<—<1+4—
2 2 2n  nmw 2n
. 1 . 1 . In ..
or lim 1——=1et lim 1+ — =1 donc (th. des gendarmes) lim — =1 et ainsi :
n——+o0o 2n n——+o00 on n—+o00 N
Ty ~ NT



