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’ Correction de la feuille Act_12 : Equations différentielles linéaires. ‘

Ex 1. Application directe du cours.

1) a.

(Ep) : y' + 2y = 0 est une équation différentielle linéaire & coefficients constants d’ordre 1 et homogene,
donc

R— R
S(Eo):{ t — ke 2t ’ keR }

1
(Eo) 1y + Y= 0 est une équation différentielle linéaire d’ordre 1 et homogene,
. 1 . o
La fonction a : t — n est continue sur |0; +o0o[ et A : ¢ — In(¢) est une primitive de a sur ]0; +oo],

de plus exp(—A(t)) = exp(—1In(t)) = % donc

10; +00] — R

S(ey) = ¢ - ﬁ keR
t

. (Eo) : ¥ + 4y’ + 13y = 0 est une équation différentielle linéaire & coefficients constants d’ordre 2 et

homogene, le polyndéme caractéristique P = X2 +4X + 13 a pour racines —2 + 3i et —2 + 37
donc

R— R 2
S = ki, k R
(o) { t > e 2 (ky cos(3t) + ko sin(3t)) ’ (ks he) € }

(Eo) : ¥y —y = 0 est une équation différentielle linéaire & coefficients constants d’ordre 2 et homogene,
Le polynéme caractéristique P = X2 —1 a pour racines —1 et 1
donc

R— R 2
S = ki, k R
(Eo) { t — ket + kot ‘ (k1, k2) € }

. (Eo) 1 ¥ + 2y = 0 est une équation différentielle linéaire & coefficients constants d’ordre 1 et homogene,

R— R

donc S(EO)_{ t — ke

4t‘ kEeR }

3
de plus on remarque que t — 3 est une solution de  (F) : y' 4+ 2y = 3 donc

R— R

S(E): to— kef2t+§ keR
2

1
(Eo) : ' + Y= 0 est une équation différentielle linéaire d’ordre 1 et homogene,

1
La fonction a : t — n est continue sur I =]0; +oo[ et A : t — In(t) est une primitive de a sur ]0; +o0[,

10;+00] — R

1
de plus exp(—A(t)) = exp(—In(t)) = - donc Sg,) = k keR
t t — 7
Méthode de variations de la constante.
1
On note fy : t —> n (attention ici on a a = fo, cela peut vous embrouiller)

Soit k une fonction dérivable sur I, on note g : t — k(t) fo(t)

geSE = ¢ +ag=2 (sur I)
<~ K fo+kfl+akfo=2
= kKfy=2
— Vitel, K(t)=2t



En prenant (par evemple) k : t — t> on obtient g : t — t2fo(t) =t
1
La fonctiont — ¢ est une solution de  (E) : ¢y’ + Y= 2

En conclusion :

R— R
Sm=y k| FER
t

4) a. A. Soit P un polynome, on note g : z — P(x)e?* et on suppose que g solution de (E),
donc Vx € R, ¢"(z) — 4g(x) = >*
orVz € R, ¢'(z) = (P'(z)+2P(z))e**, g¢"(x)=---=(P"(x)+4P'(z) + 4P(x))e**
or g"(x) — 4g(z) = (P"(z) + 4P'(x) + 4P(x))e?® — 4P(z)e?* = (P"(z) + 4P'(x))e?*
et comme e2® # 0 il vient P"(z) + 4P'(z) = 1 donc deg(P") = 0 (car P # 0 et deg(P") < deg(P'))
et donc deg(P) =1

| si g est solution de (E) alors P est de degré 1 |

B. Soit P =a+bX € R;[X], on note g : & — P(z)e*®
g est deux fois dérivable sur R et

Vr €R, ¢'(z)=(2a+0b+2bx)e*, ¢'(z)= (4a+ 4b+ 4bx)e*®

gESE <+ VzeR, ¢'(z)—4dg(z)=e*
— VreR, (4a+4b+4bx)e* — 4(a+ br)e*™ = **
— VzeR, (4b)e* =¢**
— =1 (car €*" #0)

1
On en déduit qu’il suffit de prendre b = 1 pour obtenir une solution

La fonction = — 1 x € une solution de (E)‘

Remarque : On peut rédiger dans un autre contexte (pour remplacer a. et b.) :
Soit P un polynéme, on note g : x — P(x)e?®,
g est deux fois dérivable sur R et

Ve eR, ¢'(z)= (P (z)+2P(x))e*, ¢'(x)= = (P"(x)+4P (x) + 2P(z))e*"

— VoeR, ¢'(z)—4g(x)=e*

— Vo eR, (P'(z)+4P (z)+4P(z))e* —4P(z)e*” = **
— VreR, (P'(z)+4P'(z))e* =e**

<~ VzeR, P'(x)+4P'(z)=1 (car €** #0)

gGS(E)

x  pour que g soit solution de (E).

On remarque qu’il suffit de prendre P(z) = 1

La fonction z — 1 z e une solution de (E)‘

b. P = X? — 4 est le polynome caractéristique de (Ep) : 3" — 4y = 0.
P a deux racines réelles distinctes : 2 et —2 donc 'ensemble des solutions de (Ep) est :

R — R 9
Se0) :{ T — k1€ + koe ‘ (k1, k2) €R }

et comme d’apres 1), z — 1 z €” une solution de (E), Iensemble des solutions de (E) est :

R— R
x —> k162w+k26721+%ze”3

(K1, ko) € R? }

Sey =




5)

6)
7)

(Rapidement)

1
a. ..g:t— it sin(t) est une solution de (F)

b. L’ensemble des solutions de (E) est :

R— R

Sp) = (ky, ko) € R?

1
t — kycos(t) + kosin(t) + §t sin(t)

(non corrigé)
(non corrigé)

Ex 2. (non corrigé)

Ex 3. (non corrigé)

Ex 4. (non corrigé)

Ex 5. (non corrigé)

Ex 6. (non corrigé)

Ex 7. (non corrigé)

Ex 8. (non corrigé)

Ex 9. (non corrigé)

Ex 10. (non corrigé)

Ex 11. 1)

2)

Ex 12. 1)

En notant A une primitive de la fonction a sur l'intervalle I, (A existe car a est continue sur I)
L’ensemble des solutions de (E7) est

I — R
S(El):{ by Al ‘ ceR }

Soit f une solution de (F;) s’annulant en ¢y € I,
il existe un ¢ € R tel que V¢ € I, f(t) = ce®) et sachant que f(ty) = 0 il vient ce”(t0) =0,

donc finalement comme e4(*0) £ 0 on a nécessairement ¢ = 0 ce qui entraine que f est nulle.
On a bien montré que :

[ Si f est une solution de (E1) qui s’annule sur I alors f est la fonction nulle sur I |

On note f =g — C, f est dérivable et pour t € T
fit) = 4@
= b(
= b(9(t) f(t)

Autrement dit :

’ g — C est solution de (E3) : y/(t) = b(g(t)) y(t) ‘

On vient de montrer que g — C est solution d’une équation de la forme : y/(t) = a(t)y(t) avec a une fonction
continue sur .
donc (d’apres 2)) si g — C s’annule sur I alors elle est nulle sur I,

’ S’il existe to € I tel que g(tg) = C, alors g est constante sur I ‘

On peut commencer par remarquer que u ne s’annule pas sur RT.
En effet : u est solution d’une équation de la forme y' = a(t)y donc Ik € R: w:t +— ke (s a()ds)
et on sait que u(0) > 0 ce qui entraine k > 0 et ainsi ’Vt ERT, u(t) >0 ‘

!/

1 U
u est dérivable sur R* donc p = ” Vest aussi et p =-——
u
o 1
ona v =u(ry —u) donc —— =——(r1 —u) ouencore | p =-rip+1
U U

On reconnait une équation différentielle linéaire & coefficients constants dont les solutions sont les fonctions

1
t — ke~ + — sachant de plus que p(0) =

L
o] u(0)

p(t) = (u(lo) - 7,11> e "t + %

, il vient :




1 1
2) la relation précédente et u = » donne :  u(t) = N n ou encore :
et &
(u(O) 1 > r1
u(0)ry
t —
U( ) Tle—rlt + U(O) (1 e—Tlt)
3) 71 >0donc lim e ™' =0 et ainsi : lim wu(t) =m
t—+oo t—+oo

t
la fonction a est continue sur ]0; +o0].
En prenant A : t — —t2 + In(¢) comme primitive de a sur ]0; +oc[ on a :

Ex 13. 1) e Sur J0;+oo], (Ep):y — <2t - 1) y=0 <= y'(t) +a(t)y(t) =0 avec a(t) = — <2t - 1).

)
exp(—A(1)) = exp(# ~ (1)) = exp(t?) exp(~ n(1)) =
et
Les solutions de (Ey) sont les fonctions ¢t — k

(ou k est une constante réelle)

o (Méthode de variation de la constante :)

(Je vous montre plusieurs présentations, n’hésitez pas a me montrer la votre).

Présentation 1 :

(%
Soit k une fonction dérivable sur ]0; +oo|, on note : g : t — k:(t)eT ou encore k(t) fo(t)

g€ Sk Vt €]0; 400, ¢'(t) +alt)g(t) =1

vt €l0s+ool, (K ()fo®) + kOO +alt)k(t)fot) = 1
vt €l0sool, K ()folt) + k() (f() + a®)fo(t)) =1

vt €]0; +oof, K'(t)fo(t) = (car fo solution de (Ey))
Vt €]0; +o0of, () = te)

[ A

1 1
En prenant k : t — —3 e(=*) on obtient que g : t —> ~5 est une solution de (F).

Présentation 2 :

o)

Soit k une fonction dérivable sur ]0; +oo], on note : g : t — k(t) ou encore k(t) fo(t)

geSE = ¢ +ag=1
= Kfot+kfi+akfo=1
= Kfo=1 (car fo solution de (Eq))
e Vtel0;+oo], K(t) =te")

1 1
En prenant k : ¢ — -3 e(=*") on obtient que ¢ : t —> ~5 est une solution de (E).

Présentation 3 :

Soit k une fonction dérivable sur ]0; +o00[, on note : g : t — k(t) exp(—A(t))

gESE <<= Vt€]0;+o00], ¢(t)+alt)gt) =1
=Vt €]0; 400, (k'(t) exp(—A(t)) — a(t)k(¢) exp(—A(t))) +a(t)k(t)exp(—A(t)) =1
e Wt el0itoo, K(t)exp(—A(t)) =1
< Vt€)0;+o0], K'(t)=exp(A(t))
= Vtel0j+oo], K(t) =te)

1 1
En prenant k : t — —3 e(=*) on obtient que g : t —> ~5 est une solution de (F).




Présentation 4 :

Soit k une fonction dérivable sur ]0; +oo[, on note : g : t — k(t) exp(t? — In(t))

gESE <<= Vt€|0;+o00, ¢'(t)— <2t - 1) g(t) =1

— K (t)exp(t* —In(t)) =

= Vte|0+oo], K(t)=te")

1 1
En prenant k : t — 5 e(=*") on obtient que g : t —> T est une solution de (E).

— K (t)exp(t* —In(t)) + <2t - 1) k(t) exp(t? — In(t) — <2t - 1) k(t)exp(t?* —In(t) = 1
1

On peut alors conclure :

S(E) = 1 e(tQ) keR
t ——+k
— Tu T
1 et
2) Soit f:t+— T +k ;— une solution de (E),
f() = = = thx =
B 2 12
— k=0
. - 1 .
La solution vérifiant y(1) = —5 est la fonction t — T
1 ()
3) Soit f:t+— 5 T kT une solution de (E),
1 1
== <= -—-+kxo==
=3 thx =]
= k=c!
1 1 Y
La solution vérifiant y(1) = 3 est la fonction x — 5 T

1
4) Cherchons une solution de I’équation (E3): y' — <2t - t) y = e®) comme & la question 1).

Pour k une fonction dérivable sur ]0; +00[, on note : g : © — k(t) fo(t)

g solution <=Vt €]0;+o0], K () fo(z) = )
<~ Vte€|0;+oo], K(t)=t

2

t 1
En prenant k : ¢t — 5 on obtient que g :t+— ite(tz) est une solution de (E3).

En conclusion :

10;+o00[ — R

S(E,) = 1 1 (t*) kEeR
(#2) t —§+§te(t2)+ket

Ex 14. (non corrigé)



