BCPST 24 2025/2026

’ Correction de la feuille_Cours_5_3 : Variables aléatoires discrétes. Lois usuelles dénombrables. ‘

’La loi géométrique. ‘ (Temps d’attente, une loi sans mémoire)

1) X(Q) =N*

k—1
2) Pour ke N*, (X =k)= (ﬂ Ti> (T
i=1

k—1
3) L’indépendance des lancers permet d’en déduire que P(X = k) = (H P(TZ-)> x P(Ty)
i=1

or P(T;) =p donc ’ pour tout k € N*,  P(X =k)=(1-p)*1p ‘

+oo

HX@Q=N e Y (A-pp=— b

ﬁ =1 donc X est une variable aléatoire discrete bien définie.
—p
k=1

5) e Avec la situation type : [X > k] : "Les m premieres épreuves donne un échec” donc P( [X > K] ) ="

e Avec un calcul : Soit k € N*,

P([X>I<;]> - 1—P<[X<k})
- 1—§:P([X_z])
= lzkzﬁ1

Z—lliqk
= 1ot

La relation est envore vraie pour k = 0, donc | Vk € N, P( X > k]) =¢*

6) X admet une espérance si, et seulement si, Z xn, P(X = x,,) est absolument convergente.
n>1

or E |z, |P(X = zp,) = E n(1 —p)"~'p qui est une série géométrique dérivée qui converge
n>1 n>1

donc X admet une espérance et

+oo

B(XX) = Y n(l—-p"'p
n:_oo

= pYy n(l-p""
n=1

Remarque :
En langant indéfiniment un dé, le nombre moyen de lancers pour obtenir le premier @ est égal a 6.

1
c’est linverse de —
6
En lancant indéfiniment une piéce, le nombre moyen de lancers pour obtenir un Pile est égal & 2.

1
c’est linverse de —



7) (théoréme de transfert)

X? admet une espérance si, et seulement si, E 22 P(X = x,,) est absolument convergente.
n=1

si, et seulement si, Z 22 P(X = x,) est convergente. ( car z2 >0 )

n>1
(Simplifions les sommes partielles, puis faisons tendre n vers +00)
n n
D apP(X ==z) = Y Kpd!
k=1 k=1
n n
= pgY k(k—=1)¢"+p) k"'
k=1 k=1
— 24P
n—-+oo Pq p3 p2
2q +
donc E(X?) existe et B(X?) = a y P
p

on en déduit (formule Kenig-Huygens) que X admet une variance et

V(X) E(X?) - B(X)?
29+ 0p 1

p2

p2

2g+p—1
p2

29 —q

PQX:n+mer>m)

PUX>H>
or n>20 donc [X=n+klC[X>k etainsi [X=n+kN[X>k=[X=n+ket

8) (Non fait en classe) : P([X:n+k]|[X>k]):

P(IX=n+H)
PUX>H)

PUX:n+HHX>H):

donc P([X>k]):qk et P([in—l—k;])zpq"““_l,donc P([X:n—&—k‘H[X>k]>=pq"_l

en conclusion on a bien : | V(k,n) € N x N*, P([X =n+k|[X > k]) =P([X =n])

9) Awvec la situation type :
Si on sait que de 1 a k il n’y a eu que des échecs,

le temps d’attente du premier succes suit la méme loi qu’au début de I'expérience.

PUX>n+Mer>m)

10) Par définition (de la probabilité conditionnelle) : P( [X >n+ k] | [X > k] ) = ( )
P([X > k]

or n>20 donc [X>n+k] C[X >kl etainsi [X >n+kN[X>kl=[X>n+ket
PUX>n+H)
PQX>m)

PUX>n+MHX>M):

or P([X>k]):qk et P([X>n+k’])=q”+k,donc P([X>n+k]|[X>k:}):q”,

vu & la question 7)

en conclusion on a bien :

V(k,n) € N x N*, PUX>n+HHX>H):PHX>M)

11) (non corrigé)



’Loi de Poisson.

1) Cette expérience est constituée de n épreuves de Bernoulli identiques et indépendantes (Succés : A réalisé dans
Uintervalle, avec une probabilité de p, ) et X,, est le nombre de succes donc

X, suit la loi binomiale de parametres (n, pn)‘

2) L’espérance de X, est égale & np,,.

A
3) E(X,) =X < p,=—.
n

A
si on veut que E(X,) = A, il faut prendre p,, = —
n

A k A n—k
4) Soient A € R} et k € N, on note (uy)n>k la suite définie par u,, = <Z) <) <1 — > ,

a. On sait que si 0 < k < n,

donc

N n®
pour k fixé, k)~

b. k fixé,

k
. A ok . A
e lim 1——]=1et limaz®"=1 donc lim 1—— =1
n——+oo n r—1 n—-+4o0o n

A\ A A A , A
e (1——] =exp|nln|l-— or In{l——|~—— donc lim nln|1——| ==X
n n n n n—+00 n

n
et comme lim e® = e~ on obtient : lim (1 — ) —e

T—=—X n—+00

c. Pour n > k,

y B n é k - i n—=k
" N k n n
nk Ak A" A\ F ‘
~ k!xnkx<1_n> X<1_n> d’aprés 4)a.
k n
~ % (1 — A) d’apreés 4)b.
! n
DL

n—too k!

Ak
(u,) converge vers EB_A
)\n
5) a. X(©) =N, pour tout n € N, ﬁe_A >0et
n n
)\k N N )\k
Z e — e ~
, >
k=0 k k=0 k
— e xe série exponentielle
n—-+oo
— 1
n—+oo

’ On a bien défini une variable aléatoire discréte. ‘




b. Calcul de I'espérance d'une VAR suivant une loi de Poisson.

Rédaction 1.

X admet une espérance si, et seulement si, E xn P(X
n=>0

E(X)

Rédaction 2.

Tn

) est absolument convergente.

An—l

——— converge
(n—1)!

série exponentielle

X admet une espérance si, et seulement si, g 2 P(X = x,,) est absolument convergente.

n>0

si, et seulement si, Z x, P(X

n>=0

Utilisons les sommes partielles.

x,) est convergente. (car z, > 0)

Pour n € N,
— _ —A
Y kP(X =k) = Zkﬁe
k=0 k=0
n
Ak
Y
= e
2 G
n
Akfl
= Ae
201
n—1 )\k
= Ae kz_o i on réindice
(on fait tendre n vers +00) —+> Ae N x et somme partielle de la série exponentielle
n—-+0oo
— A
n—r+00

Donc X admet une espérance et

E(X) = A



c. Rédaction 1.
X? admet une espérance si, et seulement si, Z 22 P(X = ,,) est absolument convergente.

n=0
A7 )\n72 /\n72
2 2 - 2 X
or |zi|P(X =z, =n"—e "~ Xe "X et et —— converge
[ P Ay (n—2)! 7;2(71—2)! vers
donc (théoréme de transfert) X> admet une espérance et
+o00o
E(X?) = ) n’P(X =n)
n=0
+00 n
= Yk
n=0 n
400 n
_ _ A A
= Z(n(n 1) +n)—e
n=0
too An—2 too An—1
= e M\? Z =2 e A Z (n— 1! (car les deux sommes existent)
A 2+°° XN A
= N AZ o
n= 0

= e\ e et

= XN +A
donc (formule Kenig-Huygens) X admet une variance et
V(X) = E(X?-EB(X)?
= N4+A-N
donc
V(X)=2A

Rédaction 2.

2 admet une espérance si, et seulement s, E 22 P(X = 1,,) est absolument convergente.
n>=0
si, et seulement si, g 2 P(X = x,) est convergente. (car x2 > 0)
n=0
Avec les sommes partielles.

S apP(X =a) = Zlﬁﬁe**
k=0 ’

k=0
n )\k
= D (k(k—1)+ k)ﬁe*A
k=0
n A2 n 21
-2 —A
= A A —
¢ kzﬁ(kn)! te ;(szl)!
\ 2n72 )\k \ n—1 )\k:
k=0 k=0
—+> e N2t 4 et (Série exponentielle)
n—-—+0o0
— A4
n—-4o0o

donc X? admet une espérance et : E(X?) = A% 4+ \

ainsi (formule Kenig-Huygens) X admet une variance et
V(X) = E(X?-EB(X)?
= A=)\
donc
V(X)=2A



