BCPST 24 2025-2026

’ Correction de la feuille_Cours_5 : Variables aléatoires discretes. Espérance.

Ex 1. (non corrigé)

4
1 1 1 1
Ex 2. 1) X(Q)estﬁnietZP(szk):§+6+g+6=1

k=1

Donc ’X est correctement définie ‘

= "1 +1
2) X () est fini et ZP(X:xk):Z—:n £ 1,
k=1 =1 n

Donc ’X n’est pas correctement définie ‘

3) X(Q)={(-1)""'n | n € N } est dénombrable,

1
Z PX ==z, = Z PTESY est convergente  ( série géométrique de raison 3 €] — 1,1[ )
n=0 n=0
n=0 n=0 1— =
2
Donc ’X est correctement définie ‘
4) X () est dénombrable,
1 n ;. , . e . . 1
Z P(X =x,) = 3 Z P} est convergente  ( série géométrique dérivée de raison 5 €] — 1,1[ )
n>1 n>1
+oo 1 o0 n 1

1
n=1 n=1 (1_1>
2

Donc ’X n’est pas correctement définie ‘

5 X(Q)={(n—2)2|neN}et f:nr— (n—2)2n'est pas injective (En effet : f(1) = f(3) )

Donc ’X n’est pas correctement définie ‘

Ex 3. 1) Q=[1,6]' est fini et la fonction X est bien définie pour tout résultat de cette expérience,

Donc ’X est correctement définie ‘

2) Ici X n’est pas définie pour les résultats ne donnant pas de @ .
En notant E cet événement on a : P(E) = (%)n #0

Donc ’X n’est pas correctement définie ‘

3) Q= [1,6]N n’est pas fini,

on note F I’événement : "’ensemble des résultats ou X n’est pas définie”.
“+o0
On notant Sy : 7 Obtenir ® au k'*™¢ lancer”, ona: E = ﬂ S,

n=1

+oo n
or Vn € N, ﬂ Sn C ﬂ Sk donc 0 < P(E) < (%)n et en passant a la limite on obtient P(E) = 0.
n=1 k=1

Donc ’X est correctement définie ‘

Remarque (de Suzanne en 2023) :

n—1 —+o0
1
Ici on sait calculer P(X =n) = 5 (2) donc on peut aussi montrer que Z P(X=n)=1.

n=1
Remarque (de Raphaél en 2023) :
7(C’est une situation type de la loi géometrique, donc on sait tous que c’est bien définie”.

4) (non corrigé)



1) X(9) est fini donc X admet une espérance et

6
E(X) = Y aP(X =)
k=1

1><1—l—0—|—2><1—|—3><1
2 6 6

2) X () est fini donc X admet une espérance et

E(X) = Y xP(X =)

B(X) =

3) X admet une espérance si, et seulement si, Z x, P(X = x,) est absolument convergente

n>=0
1

fral PX = 20) = 1

1
or Z nrl diverge. (C’est la série harmonique)

n=0
donc ’ X n’admet pas d’espérance espérance. ‘
4) X admet une espérance si, et seulement si, Z 2, P(X = x,) est absolument convergente
n=0
1
el POC = 20) =7 oy

or E n: 5,y converge. (C’est une série géométrique dérivée de raison % €l -1,1))
nz1

donc X admet une espérance.

et
+oo
E(X) = Y an P(X =u,)
n=0
+oo
1
_ +1
= > (-)*'n ST
n=0
1 + 1 n—1
= —_ n _—
4 2
n=1
1 1 o L
= 1 3 (série géométrique dérivée = €] —1,1[)
(1+3)
1
E(X)=_
(X)=¢




Ex 5. Soit M € R tel que Vn € N, |z,| < M (On traduit que X est borné)
ona:VneN, 0< |z, |P(X =2,) <K MP(X =z,,)
et la série Y P(X = x,,) converge (et sa somme vaut 1).
donc ( théoréme de convergence par comparaison) . |x,|P(X = x,) converge donc X,, admet une espérance.

’Si X est bornée alors X admet une espérance.‘

Ex 6. 1) X(Q) est fini donc d’apres le théoréme de transfert X2 admet une espérance et

1 1 1 1 1
2\ _ (_9\2 - _1\2 - 2 - 2 - 2 -
E(X?)=(-2) ><6+( 1) ><6+0+1 ><6—|—2 ><6+3 X5
1
donc |E(X?) = FQ
1
2) X () est fini et  —> m est définie sur X (2) = [1,n] donc  (d’aprés le théoréme de transfert)
1 .
m admet une esperance

et

1 - 1
2(xarn) = Dt

_ Z#l
P kE(k+1)n

_ 1z<11)
n e~ kE k+1

1
()
n n—+1

E(X(X1+1)) - nil

3) X (1 — X) admet une espérance si, et seulement si, Z Zn(l —x,)P(X = x,) est absolument convergente.
n=0

n—2
or  |en(l— 22)|P(X = @n) = n(n— 1)y = — S n(n—1) <1)

4 43 4

n—2

1 1

et E nin—1) (4) converge  (série dérivée d’ordre 2 et de raison 1 €]-1,1])
n>=0

donc la série Z (1l —z,)P(X = x,) est absolument convergente

n>=0
et ainsi (théoréme de transfert) | X(1 — X) admet une espérance| et
—+oo
E(X) = > an(l-z,)P(X =u,)
n=0
+oo
3
= Zn(l — n)4n+1
n=0
+o0o
3 1
BEVE > nln- D=
n=2
B 3 2
= ———
£ (3)
_ 2
9
2
EX)= )

4) (non corrigé)



