BCPST 24 2025/2026

’ Correction de la feuille_Cours_5_2 : Variables aléatoires discrétes. Variance.

Ex 1: 1) esize[-1;1] alors |z| < 1 donc |z| < 1+ 22 (car 0 < 2?).

esiz € R\ [-1;1] alors |z| > 1 donc |z|? > |z| et ainsi: |z| <1+ 22

En conclusion : ’ Vz eR, |z| <1+ 2? ‘

2) On note X(Q)={ x,|neN }.
X admet une espérance si, et seulement si Y x, P(X = x,) est absolument convergente.

L’égalité précédente donne Vn € N, |z, < 1+ 22 et donc
vneN, 0 < |z|P(X=2,) < P(X=x,)+22P(X =u1,)

> P(X =z,) CV

or : Z (P(X =x,) +22P(X = xn)> converge ( En effet : S SP(X = 20) OV (E(X?) eaiste) )

n=0
donc (Théoréme de convergence par comparaison)

S xnP(X = x,) est absolument convergente et ainsi X admet une espérance.

En conclusion :

’ Si X2 admet une espérance alors X admet une espérance

Ex 2: 1) X(Q) est fini donc X admet une espérance et une variance et

1 ) 4
E(X):—2><%+(—1)><%+0+1><%:—§ et E()(Q):(—z)?xg+(—1)2><§+0+12’><§:g
(Théoréme de transfert)
4 1 11
or (formule Keenig-Huygens) V(X)= E(X?) — E(X)? donc V(X)= 379- 9
2) X(2) ={0,1} est fini donc X admet une espérance et une variance et
EX)=0x(1—-p)+1xpdonc | E(X)=p et E(X?)=0x(1-p)+12xp=p

donc (avec la formule Kenig-Huygens) ’ V(X)=p—p*=p(1—p) ‘

3) a. X(Q) est fini donc X admet une espérance et une variance.

On rappelle que E(X) = g et
E(X?) = Y K*xP(X=k)
k=0

= Zk2 X nj—l
k=0

n(2n+1)
6

donc (avec la formule Kenig-Huygens)

n2n+1) n?
= e T
_n dn+2—3n
2 6
n®+2n
V(X)= 5




b. X suit la loi uniforme sur [a; b].
Ennotant Y = X —a,ona: Y < [0;b—d]
(En effet Y (Q) = [0;b—a] et toutes les valeurs sont équiprobables)
ona X =Y +adonc (linéarité) E(X)=E(Y)+a

a+b
2

onaX =Y +adonc ( comme V(aX +8) =a’V(X)) V(X)=V(Y)

h—
or d’apres 3)a. E(Y) = Ta donc [E(X) =

(b—a)* +2(b—a)
12

(b—a)* +2(b—a)
12

or d’apres 3)a. V(Y) = donc |V(X) =

ou encore

(b—a)(b—a+2)
12

V(X) =

n

4) X(Q) est fini donc X admet une espérance et E(X) = Z kEP(X = k) donc
k=0

n
EX) = Z k (n)pkqn_k (On a enlevé le terme pour k =0 car il est nul)

n
_ n—=1\ p ) . o
= Zn P q (formule d’absorption, du chef, du capitaine, ... )

i

n—1 1
= np ( " )pkqn 1-k
k=0
= np(p+q)"
E(X)=np
X (Q) est fini donc X? admet une espérance et (théoréme de transfert)
E(X?) = Y KP(X =k)
k=0

= Z kE(k—1)P(X =k)+ Z kEP(X =k) (On a enlevé le terme pour k = 0,1 car ils sont nuls)

n
= Z k(k—1) (n>pkq"_k + np (on reconnait la formule de l’espérance)

k
k=2
- n=2\ & ok
= n(n—1) b9 P q + np (double formule du chef)
k=2 B
n—2 n—29
= nn-1) Z ( I )pk+2q"_k_2 + np (on réindice)
k=0
n—2 n—29
= n(n — 1)p2 < & ) k n—2—k +np
k=0
n(n —1)p*(p+¢)" % +np
= n(n—1)p* +np

donc (Formule de Koenig-Huygens) X admet une variance et

V(X) = n(n—1)p*+np—np’
= —np2 +np

| V(X) =np(1-p) |




+oo
5) a. X(2) = N* et Z(l —p)lp = % =1 donc X est une variable aléatoire discrete bien
—4=p
k=1
définie.

b. X admet une espérance si, et seulement si, Z xn, P(X = x,) est absolument convergente.
n>1

or E |xn|P(X = x,) = E n(1 —p)"'p qui est une série géométrique dérivée qui converge
n>1 nz=1

donc X admet une espérance et

+oo

E(X) = Y n(l-p"p
n_Jrloo

= py n(l—p""

VI S
Pra—a=py

c. (théoréme de transfert)

X2 admet une espérance si, et seulement si, E 22 P(X = x,,) est absolument convergente.
n>1

si, et seulement si, Z 2 P(X = x,) est convergente. ( car z2 >0 )

n>1
(Simplifions les sommes partielles, puis faisons tendre n vers +00)
n n
SPXm) - Yk
k=1 k=1
n n
= pgy k(k—1)¢"+p) k"'
k=1 k=1
p
noree PIXE TR
2
donc E(X?) existe et E(X?) = qu
p
on en déduit (formule Kenig-Huygens) que X admet une variance et
V(X) = E(X?) - E(X)?
_ 2q+p 1
o P
_ 2q+p-—1
P2
_ 2¢—g¢
= =
q
V(X) = 2
n
6) a. X(Q) =N, pour tout n € N, |67’\>Oet
n!
n n
/\k N N )\k
He = (& Z ﬁ
k=0 k=0
— e xe série exponentielle
n—4oo
— 1
n—-+o0o

’ On a bien défini une variable aléatoire discrete.




Ex 3 :

b. X admet une espérance si, et seulement si, Z xn, P(X = x,) est absolument convergente.

n=>0

si, et seulement si, Z 2, P(X = x,) est convergente. (car z, > 0)

Utilisons les sommes partielles.
Pour n € N,

zn:kP(X =k =
k=0

n=0

k=0
n
Ak
—A
= e
PR
k=1
n
Ak_l

= Ae A

DIy —

k=1

nflAk
_ -A AT L
= e Z ] on réindice

k=0

(on fait tendre n vers +o00) —+> Ae N x et somme partielle de la série exponentielle
n—-—+0o0
— A
n—-+oo
Donc X admet une espérance et
E(X) =\

c. X? admet une espérance si, et seulement si, E 22 P(X = ,,) est absolument convergente.

n>=0

si, et seulement si, Z 22 P(X = x,) est convergente. (car 22 > 0)

Avec les sommes partielles.

szP(X =xy) =
k=0

—
n—+00

—
n——+o00

donc X? admet une espérance et : F(X?)

n=0

e N2t et (Série exponentielle)

A2+

=X+

ainsi (formule Kenig-Huygens) X admet une variance et

V(X) = E(X?) - E(X)?
N
donc
V(X) =\

(non corrigé)



