SUJET 0

Travail demandé

Les candidats doivent étudier puis présenter le dossier joint a travers un exposé de
synthese d'une durée comprise entre 15 et 20 minutes.

Si ’étude de la totalité du dossier et la préparation d’un exposé cohérent dans la durée
impartie ne vous paraissent pas possible, vous pouvez décider de vous limiter a une partie
du dossier.

Remarques générales

Les textes proposés, quelle que soit leur origine, peuvent présenter des défauts (coquilles
typographiques, négligence ou sous-entendus de I’auteur, voire erreurs. .. ) qui, sauf excep-
tion, n’ont pas été corrigés.

Ils peuvent contenir des exercices qu’il n’est pas demandé de résoudre. Néanmoins, vous
pouvez vous aider des énoncés de ces exercices pour enrichir votre exposé.

Les documents fournis peuvent étre annotés. Ils seront récupérés, ainsi que vos sup-
ports d’exposé, a l'issue de 'examen. Il est important que les candidats sachent que leurs
éventuelles annotations ne seront pas lues par ’examinateur et ne seront donc pas prises
en compte pour la notation.

Remarques particulieres

1. Ne pas s’inquiéter de la numérotation des parties du texte ou des ajouts manuels.
Pour faciliter la lecture, certains passages ont été retirés, d’autres ont pu étre réaménagés
ou légerement modifiés.

2. Nous disons qu’un entier a est divisible par un entier non nul b (ou que b est un
diviseur de a ou encore que a est un multiple de b) s’il existe un entier ¢ tel que a = bc. On
note b | a qu’on lit : b divise a. En particulier, 1 divise tout entier non nul et tout entier
divise 0. Si b ne divise pas a, on note b f a.

3. Dans le texte, la fonction log est le logarithme népérien, c’est-a-dire le logarithme de
base e, noté usuellement In.

4. On note 7(z) le nombre de nombres premiers compris entre 1 et .



CHAPITRE I

La suite des nombres premiers

(1)

1.2 Nombres premiers

Dans ce paragraphe, ot jusqu'ay paragraphe §2.9, les nombres considéres sont en
général des entiers strictement positifs . Dans 'ensemible des entiers strictement
positifs, il existe une sous-classe de nombres particuliérement importants, celle des
nombres premiers. Un nombre p est dit premier si

(i) p>1
(ii) p n’admet aucun autre diviseur positif que 1 et p,

Par exemple 37 est un nombre premier. Il est trés important de remarquer que |
n’est pas considéré comme premier. Dans ce chapitre et le suivant, nous réservons
la lettre p pour désigner des nombres premiers®,

Un nombre strictement plus grand que 1 est dit composé s'il n’est pas premier.

Notre premier théoréme est le suivant :
Théoréme 1 Tout entier strictement supérieur & 1 est produit de nombres premyiers.

Soit n un entier strictement positif. De deux choses 1'une : soit 7 est premijer, et
alors il n’y a rien a démontrer, soit n a des diviseurs qui sont strictement compris
entre 1 et n. Soit m le plus petit de ces diviseurs, alors m est premier : en effet,
sinon

=g



1.3 Enoncé du théoréme fondamental de I'arithmétique 3

=l l<é<m et £|m.
Or
Olim =8
ce qui contredit le fait que m est le plus petit diviseur de n strictement supérieur
bk
Donc n est soit premier, soit divisible par un nombre premier p; plus petit que n.
Dans ce cas, nous avons

n = p1n1, L<dnt <

Soit ny est premier, et il n'y a rien de plus & démontrer, soit 1y est divisible par
un nombre premier pg plus petit que n1, auquel cas

n = piny = p1p2na, l<ng<n <n

En répétant cet argument, nous obtenons une suite décroissante de nombres, n,
Ny, ..., k-1, - - - qui sont tous strictement plus grands que 1, et pour lesquels la
meéme alternative se présente toujours. Tot ou tard, nous tombons dans le premier
cas, & savoir que 7y est premier. Nous le notons pi, et alors

7% =7pip2 Dk (e 250

Alnsi
666 =2-3-3-37.

Si ab = n, alors a et b ne peuvent pas étre simnultanément strictement plus grands
que /n. Nous en déduisons que tout nombre composé n est divisible par un nombre
premier p inférieur ou égal & v/7n.

Les nombres premiers qui interviennent dans (1.2.1) ne sont pas forcément distincts

et ne sont pas ordonnés. Si nous les ordonnons par ordre croissant, regroupons les

facteurs correspondant & un méme nombre premier et modifions les notations de
maniére appropriée, il vient

n=pps?  pit (a;>0,ag>0,...,p1<p2<...). G522

Nous disons alors que n est écrit sous la forme standard.

1.3 Enoncé du théoréme fondamental de |'arithmétique

Dans la démonstration du théoréme 1, rien n'indique que la décomposition de n
provenant de (1.2.2) est unique, ou encore, ce gui revient au méme, que Péeriture
(1.2.1) est unique & P'ordre des facteurs prés. L'étude de cas particuliers suggere
pourtant qu’il y a bien unicité.

e e



4 Chapitre |  La suite des nombres premjers (1)

Théoréme 2 (Théoréme fondamental de larithmétique) La forme standard de tout en-

tier strictement positif n est unzque : Ig décomposition de n. en produit de facteurs
premiers est unique, & Uordre des- faoteurs-prag——— =

que systématique ; nous ne |"utiliserons
bas dans ce chapitre et nous Tepoussons sa dénonstration compléte au paragraphe

§2.10. Prouvons des naintenant que ¢'est yp corollaire de |'dnones plus simple
suivant ;

Théoréme 3 (Premier théore

me d'Euclide) S; P est un nombre premier et 81 p | ab,
alors p | a oup | b.

Acceptons ce théorsme pour le moment, afin d'en déduire le théoréme 2. La dé-
monstration du théoréme 2 est alors ramenée 3 celle du théoréme

3, qui est donnée
au paragraphe §2.10.

Voici un corollaire immédiat dy théoréme 3 .

p[abc-~-€==>p]aoup,boup[c... oup|?.

En particulier, si a, b, ..., ¢sont premiers, alors p est ¢gal & 'un des nombres i,
b, ..., £. Supposons maintenant que noug ayons deux décompositions
L | ey ay by b by
77'—])"}791'” kk —G:"Ig""Q; :
chaque décomposition étant un produit de facteurs premiers éerit sous la forme
standard. Alors p, | :_,l:":,.-;"‘---qj" pour tout 7 de sorte que chacun des p est un

certain ¢ (de méne, chaque ¢ est un certain p). Par suite, & = 4 et, comme les

tleux ensembles sont ordonnés par ordre Croissant, nous avony D = g pour toul 1,

Si maintenant a; > by, en divisant les deux wembres par 31?'. il vient
(i 4] iy -4.,‘ o b| o l)i—l bH—l l'u-
HNERERE 1 (A= TUT Bi Py A
Le membre de gauche est alors divisible par pi, et uon le membre de droite :

contradiction. De méme b; > a; souléve une contradiction. Il en résulte = by eb
le théoréie 2 est démontre,

La raison pour laquelle 1 ne peut pas étre compté conune pombre premier est
maintenant apparente : s I était premier, lo théoréme 2
powrrions multiplier la décomposition de 7 en facteur
quelle puissance de 1.

serait. faux car nous
$ premiers par n'importe

'l'_
f
:
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1.4 La suite des nombres premiers

Les plus petits nombres premiers sont

2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47,53, . ..

1l est facile de construire une table de nombres premiers inférieurs 4 un nombre
entier fixé N, par une procédure appelée « crible d’Eratosthéne ». Nous avons
remarqué que si n < N et si n n'est pas premier, alors n est divisible par un
nombre premier inférieur ou égal & v/N. Nous écrivons les nombres

/3. 4:5, 85N

et nous barrons successivement

() 4,6, 8;10,... % & 92 et tous les nombres pairs qui le suivent,
(i) 19, 15,90 20, ..« WE 32 ot tous les multiples de 3 non encore barrés qui le
suivent,

(iii) 25, 35, 55, 65, ... i. e 52 le carré du premier nombre non barré restant apres
3, puis tous les multiples de 5 non encore barrés, ... .

La procédure se poursuit jusqu’a ce que le nombre restant, aprés avoir barré les

derniers multiples, soit plus grand que v'N. Les nombres qui n'ont pas été barrés

sont premiers. Toutes les tables de nombres premiers dont nous disposons & ’heure

actuelle ont &té obtenues en utilisant des versions améliorées de cette procédure.

Ces tables montrent que la suite des nombres premiers est infinie. Elle est
connue jusqu’a 100 000 000. Il y a 664 579 nombres premiers inférieurs & 10 mil-
lions et 6 134 entre 9 900 000 et 10 000 000. 11 y en a 50 847 478 d’inférieurs &
1 000 000 000, mais il ne sont pas connus individuellement. Des nombres premiers
trés grands sont également connus, la plupart de la forme 27 -1 (voir §2.5); le
plus grand qui ait été trouvé & ’heure actuelle g’écrit avec plus de 6 500 chiffres,

Ces données nous suggerent le théoréme suivant :

Théoréme 4 (Second théoréme d'Euclide) 1l existe une infinité de nombres premiers.

Nous démontrerons ce résultat au paragraphe §2.1.

La répartition « moyenne » des nombres premiers est trés réguliére, sa densité
décroit lentement mais réguliérement. Parmi les cing premiers blocs de 1 000
nombres, il se trouve

168, 135,127,120, 119
nombres premiers respectivement; et parmi les cing derniers blocs de 1000
nombres inférieurs 4 10 000 000 il s’en trouve

62,58, 67,64, 53.



b Chapitre | La suite des nombres premiers (1)

Les 53 derniers nombres premiers se répartissent en paquets de
5) 4) "_7)‘4¢ 6) 31 6)4} 5) 9
éléments respectivement dans chacune des dix centaines du dernier millier.

D’un autre c6té, la répartition locale des nombres preiiers est extrémmement irré-
guliére.

Tout d’abord, les tables font apparaitre de longues séquences de nombres composés,
par exemple, le nombre premier 370 261 est suivi de 111 nombres composés, Il est
facile de voir que ces longues séquences doivent apparaitre. Supposons que

2,389,040

sont les nombres premiers plus petits que p. Alors tous les entiers jusqu’a p sont
divisibles par I'un de ces nombres premiers. Donc, en notant,

2:3:5-p=q

les p — 1 nombres
q+2,q+3,9+4,....q+p

sont composés. Si le théoréme 4 est vrai, alors p peut &tre choisi aussi grand que
nous le voulons ; sinon, tous les nombres sont composés & partir d’un certain rang.

Théoréme 5 1l existe des séquences de nombres composés consécutifs, dont la lon-
gqueur dépasse n'importe quel nombre donné N.

D’autre part nous trouvons dans les tables des couples de nombres premiers aussi
grands que nous le souhaitons et qui, comme 3, 5 ou 101, 103, différent de 2. 11
existe 1 224 couples (p,p + 2) inférieurs & 100 000 et 8 169 inférieurs & 1 0600 000.
Ceci semble justifier la conjecture suivante :

1l eziste une infinité de couples de nombres premiers de la forme (p,p+2).

Il est méme raisonnable de conjecturer un résultat plus fort. Les nombres p, p + 2
et p + 4 ne peuvent pas étre simultanément premiers car I'un d’entre eux est
forcément divisible par 3. En revanche, il n'y a aucune raison évidente pour que p,
P+ 2 et p+ 6 ne soient pas simultanément premiers et les tables montrent que les
triplets de nombres premiers de la forme (p,p + 2,p + 6) apparaissent, eux aussi,
indéfiniment. Ceci nous ameéne a formuler la conjecture suivante :

Il existe une infinité de triplets de nombres premiers de la forme (p,p +
2,p+6) et de la forme (p,p+ 4,p + 6).

Nous pouvons multiplier de telles conjectures, concernant des ensembles plus
grands de nombres premiers, mais leur démonstration ou leur réfutation reste,
Jusqu’a présent, hors de portée des mathématiciens.

i
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1.6 Quelgues notations

1.6 Quelques notations

Nous allons souvent utiliser les symboles
0,0,~ (1.6.1)
et, occasionnellement, les symboles

< (1.6.2)

Ces symboles sont définis comme suit.

Supposons que n est une variable entidre qui tend. vers Pinfini et £ une variable
continue qui tend vers I’infini ou vers zéro ou vers une certaine valeur finie, que
$(n) ou ¢(x) est une fonction & valeurs strictement positives de n ou de z, et que
f(n) ou f(z) est une autre fonction quelconque de n ou de z. Alors

(i) f = O (9¢) signifie que |f| < A¢! pour toute valeur de n ou m, avec A indépen-
dant de n ou de z; =gy : .
(i) f = o(¢) signifie que f/¢ — 0;

et
(iif) f ~ ¢ signifie que f/¢ — 1.
Ainsi
10z = O (z), sinz = O (1), =0 (z%),

z=o0(z?), sinz=o(z), z+1l~az,

lorsque £ — 0o et
#=0(@), *=o(x), snz~z, l+z~l,

lorsque z — 0. I est & noter que f = o(¢) implique, et est plus restrictif, que
f=0(¢).

Maintenant, expliquons les symboles (1.6.2) :

b

ﬁ:‘;(w) f # ¢ signifie que f/¢ — 0 et c’est équivalent 3 f = o (9) 5

éﬁ;v} [~ ¢ signifie que f/¢ — oo;

,i:r'_%itfi"rﬂ [ = ¢ signifie que Ap < f < Ao,

éf u les deux constantes A (qui ne sont pas les mémes, bien sfir) sont toutes deux
“atrictement positives et indépendantes de n ou de z. Ainsi f =< ¢ signifie que « f
t de méme ordre de grandeur que ¢ ».

,%?;t?v ¢ B
?La, lettre A, comme dans (vi), désignera trés souvent une constente positive non
Gpécifide. Les valeurs des différents A ne sont en général pas identiques, méme
%:'Ibrsr;un ces A apparaissent dans une méme formule ; de plus, méme si nous pouvons
L“-"-""ux faire correspondre des valeurs précises, ces valeurs n’interviennent pas dans

fargumentation,

fl f| désigne le module ou la valeur absolue de f, comme en analyse.
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%ypqu’_iai, nous avons défini (par exemple) f = O (1), mais pas O (1) d’une maniére
solée, Nous aurons besoin de notations plus souples. Nous convenons donc que

S0 (@) désigne une fonction f non spécifiée telle que f = O(¢). Nous pouvons alors

{‘ferire, par exemple,

i 0(1)+0(1)=0(1) =o(x)
! f;q“e# —+ 00, ce qui veut dire « sl f =0 (1) et g = O (1), alors f+g = Of1) et
fortiori f + g = o(z) ». De méme, nous pouvons écrire

>0 =0(),

¢e qui signifie que la somme de n termes, tous bornés par une constante, est plus
JEtite qu'un multiple constant de n.

marquons que la relatiop «=», entre les symboles O et o, n’est pas symétrique
énéral. Par exemple, 0 (1) = O (1) est toujours vraie, alors que O (1) = o(1)
en général fausse. Nous pouvons aussi observer que f ~ ¢ est équivalent a

b+ o(d) oud
F=¢ (1 +40(1).
i¥ns ce cas, nous disons que f et ¢ sont asymptotiquement équivalents ou que f
by |
WiDéfinissons encore une expression ‘qui nous sera utile par la suite. Si P est une

@gopriété que peut avoir un entier strictement positif, notons P(z} le nombre
; ;entiers inférieurs & @ qui possddent la propriété P. Si

P(z) ~ z,

que & — 0o, 1. e. si le nombre d’entiers inférieurs & z qui ne possédent pas la
0priété P est un o (z), alors nous disons que presque tous les nombres possédent
- propriété P. Ainsi, nous verrons que 7(z) = o (z) , de sorte que presque tous
1es nombres sont composés.

1.8 Enoncé du théoréme des nombres premiers

Aprés cette introduction, nous pouvons énoncer le théoréme:

Théoréme 6 (Théoréme des nombres premiers) Le cardinal de 'ensemble de nombres
premiers inférieurs & x est asymptotiquement équivalent & z/logz, c’est-a-dire

Ce théoréme est le résultat central pour la théorie de la répartition des nombres

premiers. T¢ ok difhcde G Admembion . i povancle , “% Yy e une démons-

tration beaucoup plus facile du théoréme plus faible :

Théoréme 7 (Théoréme de Tchebychef) L’ordre de grandeur de w(z) estz/logz, au-
“trement dit

wlw) < loga”



La comparaison entre le théoréme 6 et les résultats des tables est intéressante, Les
{'i’/aleurs de 7(z) pour « = 103, z = 10® et £ = 10° sont respectivement :

168, 78498 et 50 847 478;
*et les valeurs de z/log z, arrondies & I’entier le plus proche, sont

145, 72382 et 48 254 942.

,.:'Les rapports sont donc
1,159...,  1,084...,  1,053...;

i’t mmontrent un début de convergence — pas trés rapide — vers 1. La différence entre
les valeurs exactes et les valeurs approchées est justifiée par la théorie générale.

&
17

i

A "
_lﬁ s logz’

Eégxlors

logy =logz ~ loglog z,

H

et

g loglogz = o (logz),

I

E-;jum:

B logy ~logz et z=ylogz ~ylogy.

%@aa fonction inverse de x/logz est alors asymptotiquement équivalente & zlog .
gﬁmw déduisons de cette remarque que le théoréme 6 est équivalent au
’f._gjhénréme 8

Prn ~ nlogn.

L

' De méme, le théoréme 7 est équivalent au

Théoréme 9
Prn X nlogn.

Le 664 999-iéme nombre premier est 10 006 721. Nous incitons le lecteur 4 com-
parer ce résultat avec le théoréme 8.

Ce que nous souhaitons dire sur les nombres premiers et leur répartition se trouve
dans trois chapitres, Ce chapitre introductif contient quelques définitions et expli-
cations préliminaires : nous n’avons rien démontré excepté le théordme 1 qui est
facile, bien qu'important. Dans le chapitre 2, nous démontrons en particulier les
théorémes 3 et 4 d'Euclide. Le premier de ces théordmes implique (comme nous
I'avons vu en §1.3) le « théoréme fondamental de Varithmétique » (théorame 2),
indispensable pour presque toute la suite. Nous en donnons deux démonstrations
dans les paragraphes §§2.10-2.11, Nous démontrons le théoréme 4 dans les pa-
ragraphes §2.1, §2.4 et §2.6, par plusieurs méthodes ; certaines d’entre elles nous
permettent d'approfondir ce théoréme.



CHAPITRE II

La suite des nombres premiers

(2)

2.1 Premiére démonstration du second théoréme d’Euclide

La démonstration initiale d’Euclide pour le théoréme 4 est la suivante.

Soit 2, 3, 5, ..., p les nombres premiers jusqu’a p et soit
=285 .p+ili (25l
Alors ¢ n’est divisible par aucun des nombres 2, 3, 5, ..., p. Donc soit, g est premier,

soit il est divisible par un nombre premier compris entre p et g. Dans les deux cas,
il existe un nombre premier plus grand que p. Ce qui démontre le théoréme.

Ce théoréme est équivalent 3
w(x) — oo. (2.1.2)

2.2 Autres conséquences de 'argument d’Euclide

Si p est le n-iéme nombre premier p;, et si ¢ est défini comme en (2.1.1), nous avons

clairement ;
gi=3prerd

pour tout n > 11, et par suite
Cette inégalité permet de borner supérieurement le taux de croissance de p,, et de
minorer celui de m(z).

Nous pouvons cependant calculer des limites plus précises ainsi. Supposons que

11 ¢galité a lieu lorsque n = 1, p= 2 et g = 3.
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ke et (2.2.1)
pourn=1,2,..., N. L’argument d’Euclide montre alors que
PN41 S pipa- - py + 1 < 224427 927 (2.2.2)

Puisque I'inégalité (2.2.1) est vraie pour n = 1, elle est vraie pour tout n.

Supposons maintenant quen >4 et

Alorst o=
A R - e S S

et ainsi L
m(z) 2 n(e® ) 2n(2%) >n,

d’aprés (2.2.1). Comme loglog z £ n, nous en déduisons que
n(z) > loglog

pour z > e ; et il est clair que 'inégalité est aussi vraie pour 2 < z < ¢ . Nous
avons donc démontré le

Théoréme 10
n(z) > loglogz  (z > 2).

Nous avons ainsi progressé par rapport au théordme 4 et nous avons trouvé un mi-
norant de 'ordre de grandeur de 7(z). Ce minorant est évidemment trés mauvais,
puisque pour z = 10°, il donne 7(z) > 3, alors que la valeur exacte de m(x) est
au-deld de 50 millions.

2.3 Nombres premiers dans certaines progressions
arithmétiques

L’argument d’Euclide peut étre utilisé dans d’autres directions.
Théoréme 11 1l eziste une infinité de nombres premiers de la forme 4n + 3.

Définissons ¢ par la formule :

=288 5L, 5 —

fCeci n’est pas vrai pour n = 3,
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2.3 Nombres premiers dans certaines progressions arithmétiques

plutot que par 'équation (2.1.1). Alors g est de la forme 4n +3 et il n’est divisible
par aucun nombre premier inférieur ou égal & p. Il ne peut &tre un produit de
nombres premiers de la forme 4n + 1 uniquement, puisque le produit de deux
nombres de cette forme est de la méme forme. Par suite, il est divisible par un
nombre premier de la forme 4n + 3 et plus grand que p.

Théoréme 12 Il y a une infinité de nombres premiers de la forme 6n + 5.

L’argument est similaire : nous définissons g par

et nous remarquons que tout nombre premier, excepté 2 ou 3, est de la forme 6n+1
ou 6n + 5, et que le produit de deux nombres de la forme 6n + 1 est de la méme

forme.

Les nombres premiers de la forme 4n + 1 sont aussi en nombre infini mais cela est
plus difficile & établir. Il faut admettre un théoréme que nous démontrons plus loin
(§20.3) :

Théoréme 13 Si a et b n'ont pas de diviseur commun, alors tout diviseur premier
impair de a® + b% est de la forme 4n + 1.

En admettant ce résultat, nous pouvons montrer qu’il existe une infinité de
nombres premiers de la forme 4n + 1. En fait nous pouvons démontrer le théo-
réme suivant

Théoréme 14 1l eziste une infinité de nombres premiers de la forme 8n + 5.

Nous posons
q=3"5 7" .p" 4+ 2%,
qui est une somme de deux carrés sans diviseur commun. Le carré d’un entier
impair 2m + 1 s’écrit
dm(m +1)+1

et il est donc de la forme 8n+1, de sorte que g est de la forme 8n+5. En remarquant
que, d’aprés le théoréme 13, tout facteur premier de g est de la forme 4n + 1 et
donc de la forme 8n + 1 ou 8n + 5 et que le produit de deux nombres de la forme
8n+1 est de la méme forme, nous terminons la. démonstration du théoréme comme

précédemment.

"Tous ces résultats sont des cas particuliers d'un théoréme bien connu de Dirichlet.
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Théoréme 16* (Théoréme de Dirichlet). ' Sia est strictement Dpositif et sia et b n'ont
pas de diviseur commun autre que 1, alors il y a une infinité de nombres premiers
de la forme an + b. ‘ A :

La démonstration de ce résultat ast trop complexe pour &tre expliquée dans ce
livre. Cependant, il existe des démonstrations plus simples lorsque b est 6gal A 1
oud -1,

2.4 Deuxiéme démonstration du théoréme d'Euélide

La seconde démonstration que nous donnons du théoréme 4 est due & Pélya. Elle
Tepose sur une propriété des nombres appelés « nombres de Fermat »,

Les nombres de Fermat sont, par définition, les nombres de la forme
By =25 {1

et donc
iy exs0m Wi g =17, K= 257, Fy = 65 537,

Ce sont des nombres trés intéressants pour pluéieﬁré raisons, Par exemple, Gauss
a démoniré que, si F), est un nombre premier p, alors les polygones réguliers 4 P

c6tés sont constructibles a la régle et au compas-,

La propriété des nombres de Fermat qui nous est utile est, la suivante :

Théoréme 16 Deuz nombres de Fermat distincts n'ont pas de diviseur commun
autre que. 1. :

Soit F}, et Fj, 11 deux nombres de Fermat, avec k > 0, tels que

||
i

i
\

m| Fy et m| Foyy.
Si z=2?"alors

Fope—2 _ 20" -1 22—y e L RS
y o N 75 T

—_— ————

et, par suite, F, | 4+ — 2. Donc

m| Fotk et m|Fop—2;




2.5 Nombres de Fermat et de Mersenne 1)

ar conséquent, m | 2. Puisque F,, est impair, m = 1, ce qui termine la dé-
tration du théoréme.

3 en déduisons que chacun des nombres Fi, Fy, ..., In est divisible par un
wbre premier impair qui ne divise pas les autres. Il existe donc au moins n
mbres premiers impairs inférieurs a F,,. Ceci termine la démonstration du théo-

éme d'Fuclide. Nous avons, en outre,

Prns1 S Fr =22n L

tte inégalité, légérement meilleure que (2.2.1), fournit manifestement une dé-
instration du théoréme 10.

2.6 Troisiéme démonstration du théoréme d’Euclide

Soient 2, 3, 5, ..., p; les j plus petits nombres premiers et soit N(z) le nombre
d’entiers n plus petits que z qui ne sont divisibles par aucun nombre premier

p>Dp;.
Si nous écrivons un tel n sous la forme

n = n’m,

ol m n'a aucun facteur carré, 7. e. n’est pas divisible par le carré d’un nombre
premier, nous avons

m = 201 ghe .. -pj-’

ol les b; sont tous égaux & 0 ou 1.

Il y a seulement 27 choix possibles pour les exposants et donc au plus 29 valeurs
différentes de m. De plus, nous avons n; < v € v/z. Il y a donc, au plus, /=
valeurs différentes de ny. Ainsi,

N(z) < 2//x. (2.6.1)
Si le théoréme 4 est faux, le cardinal de I’ensemble des nombres premiers est fini,
et nous notons {2,3,5,...,p;} ’ensemble de tous les nombres premiers. Dans ce

cas, N(z) = z pour tout z et, par suite
< PvE, < 2¥,

ce qui est faux pour 2 > 2% + 1.

Nous pouvons utiliser ces arguments pour montrer deux résultats supplémentaires.

Théoréme 19 La série

1
EEradi] (2.6.2)

2

=L
[

|-
B3| =
Ca -
crj
g

diverge,

Supposons la série convergente. Nous pouvons alors choisir un 7 tel que le reste de
la série aprés le j-idme terme est plus petit qQue 1/2, i e

l |
— e —— e

Pi+1  Dj42

b




Chapitre i La suite des nombres premiers (2)

'La 'c:x.‘ardinal de Pensemble des entiers n tels que n < @ qui sont divisibles par p est
inférieur ou égal & & z/p. Donc z— N (z), le nombre d’entiers n < z divisibles par

au moins un des nombres p; 5, Dj+2, ..., est inférieur &
@ &
Nt SURTR -0,
Di+1 Pz

Done, d’apres (2.6.1),

1 ’ ,
5% < N(z) < 2z, z<2%+2

or ceci est faux pour z > 222, Donc Ia série est divergente.

Théoréme 20

Posons j = n(z), de sorte que Pj+1 > 2 et N(z) = z. Nous avons

z=N(z) <2"@)/z, oG > /7
La premiére asserion du théoréime snit €n passant anx logarithmes. 8i nous posgons
@ = P, alors w{x) = », et Ia seconde assertion est immédiate.

D’aprés le théoréme 20, nous avons m(10°) > 15, ce qui est évidemment trés loin
du compte.

2.9 Modules d'entiers

Donnons & présent la démonstration des théorémes 3 et 2, que nous avons énoncés
en §1.3. Nous en donnerons une autre démonstration en §2.11
*. Dans ce paragraphe, entier signifie entier rationnel, positif ou négatif.

La démonstration repose sur la notion de « module » de nombres. Un module est
un systéme S de nombres tels que la somme et la différence de deux éléments de

S sont encore des éléments de S, 1. e.

mesS et neS=(mtn)es. (2.9.1)

Les nombres d’un module ne sont pas forcément des entiers ni méme des nombres
rationnels ; ce peut étre des nombres complexes ou des quaternions. Ici, nous nous
intéressons uniquement & des modules d’entiers.

Le nombre 0 forme un module & lui tout seul (le module nul).

Nous déduisons de la définition de S que

a€ES=>0=a-a€8 e 2a=a+acb.

En répétant cet argument, nous voyons que na € S pour tout entier n (positif ou
négatif). Plus généralement

aeS et beS=>za+ybe S

pour z et y entiers. D'un autre coté, il est évident que, si a et b sont donnés,
ensemble des valeurs za + yb forme un module.

1 est clair que tout module S différent du module nul contient certains nombres
strictement positifs. Soit d le plus petit élément strictement positif de S. Si n est



Né

Chapitre Il La suite des nombres premiers (2)

un élément strictement positif quelconque de 8, alors 1 — 2d & § pour tout z. Si
¢ est le reste de la division euclidienne de n par d et
n=zd+c,

alorsce Set0<c<d. Puisque d est le plus petit élément strictement positif de
S, c=0et n = 2d. Donc

Théoréme 23 Tout module différent du module nul est constitué de tous les multiples
d’un nombre strictement positif d.

Nous définissons le plus grand commun diviseur (PGCD) de deux entiers a et b,

non-simultanément nuls, comme étant le plus grand entier d positif qui divise & la
fois a et b. Nous le notons

d = (a,b).

Nous avons ainsi (0,q) = lal. Nous définissons de méme le plus grand commun
diviseur

(a,bc,..., k)
d’un ensemble fini quelconque d’entiers positifs 0y 0.5C S vk

L’ensemble des nombres de la forme
za + yb,

pour x et y entiers, est un module qui, d’aprés le théoréme 23, est formé des
multiples z¢ d’un certain entier positif c. Puisque ¢ divise tout élément de S, i
divise g et b et, par suite,

o= d,
D’autre part,
dla et d|b=d|za+yb,
de sorte que d divise tout élément de S, donc en particulier ¢. Il s’ensuit que
c=d

et que S est I’ensemble des multiples entiers de d.
Théoréme 24 Le module za + yb est Jormé des multiples de d = (a,b).
11 est clair que nous avons démontré en passant le

Théoréme 25 L ’équation
ar+by=n

admet des solutions entitres z et Y 8t et seulement gi d | n. En particulier
ar+by=d

admet des solutions.

Théoréme 26 Tout nombre qui divise & la fois a et b divise ggalernent d.




2.11 Une autre démonstration du théoréme fondamental

2.10 Démonstration du théoréme fondamental
de l'arithmétique

Nous avons maintenant les moyens de démontrer le théoréme 3 d’Euclide, et donc
le théoréme 2.

Soit p un nombre premier qui divise ab. Si p/a, alors (a,p) = 1 et donc, d'aprés le
théoréme 24, il existe z et y tels que za + yp = 1, de sorte que

zab + ypb = b.

Comme p | ab et p | pb. nous en déduisons p | .

Un argument similaire montre le

Théoréme 27
(a,b)=d et ¢>0= (acbc)=dc

En effet, il existe = et y tels que za + yb = d ou encore
zac + ybe = dec.

Donc (ac,be) | de. En outre, d | @ = dc | ac et d | b = dc | bc et donc, si nous
appliquons le théoréme 26, de | (ac, be). Nous avons donc bien {aebo)=ide.

2. 11 Une autre démonstration du théoréeme fondamental

MNous ”E-'l”-’ll””'i anortial toul nowmlire FJL].i ]JE.’III. HE élfit't_r]llpl]ﬁ:‘.l' en facteurs pre-
miers de plusieurs maniéres. Soit n le plus petit entier anormal. Considérons deux
décompositions différentes de n. Un nombre premier P ne peut pas apparaitre
simultanément dans les deux décompositions de m, car sinon n/P serait anormal
et n/P < n. Nous avons donc

n=pip2P3ccc = 4142,

ol les p et les g sont des nombres premiers, aucun p n’étant un ¢ et inversement.
Soit p; le plus petit des p; comme n est composé nous avons pf < n. De méme, si
q1 est le plus petit des g, alors q,2 < n; dong, comme Py # gi, hous avons piqy < 1.
Done, si N = n ~ pyq1, nous avons 0 < N < n et N n’est pas anormal. Nous
avous p; | n, et donc py | N et, de méme, ¢i | IV. La factorisation de N en facteurs
premiers étant unique et faisant apparaitre p; et g1, nous avons p;q; | N. Nous en
déduisons que p1q1 | n et donc que g1 | n/p1. Or n/p est plus petit que n, il admet
donc une unique décomposition en facteurs preriers paps - - . Comme ¢; n’est pas
un p, ceci est impossible. Il ne peut donc exister aucun nombre anormal, d'ou le

théoréme fondamental.
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